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Ankindigung.

Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften
in unscrer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemecin anerkannt wird,
woll zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung
der Unterrichtsmittel, der ]\ponment'\lvmlesnn«on. Labor
torien u. 8. w., bedingt. Wihrend aber durch die \oﬂnndenl
Kinrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwirtigen Inhaltes ¢
Wissenschaft auf das erfolgreichste vcrnnttc]t mrd, haben hod
stechende und weitblickende Minner wiederholt auf einen Mun
hinweisen miissen, welcher der gegenwirtigen wissenschaftlicly
Ausbildung jingerer Krifte nur zu oft anhaftet. Ls ist dies d
¥ehlen des historischen Sinnes und der Mangel
Kenntniss jener grossen Arbeiten. auf welchen
Gebiiude der Wissenschaft ruht.

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassilg
derexakten Wissensehaften abgeholfen wmdcn In handlicl
Torm und zu billigem Preise sollen d'v grundlegenden Abhandl
gen der gesammten exakten W 1~sensclmitcn den h)c'scn der I (luj
den und Lcrnend(.n zuginglich gemacht werden. s soll duuu
ein Unterrichtsmittel beschaftt werden, welches dag Findring|
in die Wissensehaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe |
aber auch cin Forschungsmittel von grosser Bedeutung. 134
in jenen grundlegenden Se ‘hriften ruhten nicht nur die Keime,
n‘zvuschen sich entwickelt und Friichte getragen halen. sc
ex rulien in ihnen noch zahllose andere ]\cxmc. dic noch der i
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden
Torxchcndcn bilden jene Schrifien eine unerschipfliche Fundgrd
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissenschaften so
ihrem Namen gemitss die rationellen Naturwissenschaften, von
Mathematik bls zur Physiologic umfassen und werden Abbandlur,
ausden Gebieten der\lathemutll\“\ tronomie. Phy<ik.Che
(einschliesslich Krystallkunde! und Physiologie enthalte

Die allgemcme Redaktion fihrt von jetzt ab ¥
Dr. Arthur von Octtingen (Leipzig'; dic cinzelnen A
werden durch hcn’orratrcmlc Vertreter der betreffenden Wis
schaften besorgt \\erden Die ILeitung der cinzelnen Abthcilun
abernahmen: fir Astronomic Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fir Mag
matik Prof. Dr. Wangerin Halle), fir- Krystallkunde Prof.
Groth Minchen', fir Pflanzenphysiologie l’rof Dr. W. Pfeffer
(Leipzig,, fir Chemic Prof. Dr. W. Ostwald Teipzig
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[152]
Ueber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen
durch Sinus- und Cosinusreihen,

Von
Lejeune Dirichlet.

(Repertorium der Physik von H. W. Dove und L. Moser. I, p.152—
174, 1837).

Die merkwiirdigen Reihen, welche in einem bestimmten
Intervalle Functionen darstellen, welche ganz gesetzlos sind,
oder in verschiedenen Theilen dieses Intervalles ganz ver-
schiedenen Gesetzen folgen, haben seit der Begriindung der
mathematischen Wirmelehre durch Fouwrier so zahlreiche An-
wendungen in der analytischen Behandlung physikalischer
Probleme?!) gefunden, dass es zweckmissig erscheint, die fiir
die folgenden Binde dieses Werkes bestimmten Ausziige aus
den neuesten Arbeiten iiber einige Theile der mathematischen
Physik durch die Entwicklung einiger der wichtigsten dieser
Reihen einzuleiten.

§ 1.

Man denke sich unter ¢ und b zwei feste Werthe und
unter x eine verinderliche Grosse, welche nach und nach alle
zwischen ¢ und b liegenden Werthe annehmen soll. Entspricht
nun jedem # ein einziges endliches y und zwar so, dass, wih-
rend = das Intervall von & bis b stetig durchlauft, y = f(x)
sich ebenfalls &llmihlich2) verindert, so heisst y eine stetige
oder continuirliche*) Function von « fiir dieses Intervall. Es

*) Da im Folgenden nur von stetigen Functionen die Rede
sein wird, so kann der Zusatz ohne Nachtheil wegbleiben.

1*
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ist dabei gar nicht nothig, dass y in diesem ganzen Intervalle
nach demselben Gesetze von z abhiingig sei, ja man braucht
nicht einmal an eine durch mathematische Operationen aus-
driickbare Abhingigkeit zu denken. Geometrisch dargestellt,
d. h. z und y als Abscisse und Ordinate gedacht, erscheint
eine stetige Function als eine zusammenhéingende Curve, von
der jeder zwischen o und b enthaltenen Abscisse nur ein Punkt
entspricht.

[153] Diese Definition schreibt den einzelnen Theilen der
Curve kein gemeinsames Gesetz vor; man kann, sich dieselbe
aus den verschiedenartigsten Theilen zusammengesetzt oder
ganz gesetzlos gezeichnet denken. Ks geht hieraus hervor,
dass eine solche Function fiir ein Intervall als vollstindig be-
stimmt nur dann anzusehen ist, wenn sie entweder fiir den
ganzen Umfang desselben glaphlseh gegeben ist, oder mathe-
matischen, fiir die einzelnen Theile desselben geltenden Ge-
setzen unterworfen wird. So lange man iiber eine Function
nur fir einen Theil des Intervalles bestimmt hat, bleibt die
Art ihrer Fortsetzung fiir das iibrige Intervall ganz der Will-
kiir iberlassen.

Es seien 4 und B die Endpunkte von ¢ und b, und ayg
die der Function f(x) entsprechende Curve, so ist klar, dass
mit dieser Function auch der Flichenraum Aoy BB bestimmt
ist, welcher von den Ordinaten Ac, BB, dem Stick 4B der
Abscissenaxe und der Curve oy 3 begrenzt wird, wenn er sich
gleich nicht immer genau3) angeben lisst. Dieser Raum heisst
bekanntlich auch das bestimmte Integral der Function f(x)
von @ bis b genommen und wird durch

/f(w)dac

2

bezeichnet. Der Ursprung dieses Zeichens liegt in der Art,
wie - die Infinitesimalrechnung einen Flichenraum oder ein
solches Integral betrachtet. Wird die Linie 4B =b —a in
eine Anzahl % gleicher Theile zerlegt, deren gemeinschaftlicher

Werth = —— il

n
punkte der den Theilungspunkten 1, 2, 3 ... entsprechenden
Ordinaten Parallelen mit der Abscissenaxe gezogen, so ent-
stehen 7 Rechtecke, deren Summe

=, und werden durch ¢ und die End-
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(1) of(a)+ 0f(a—+ 0)+df(a+ 20)... 4 df(a 4 (n—1)J),
wie sich leicht streng beweisen lisst ), und wie es auch schon
die blosse Anschauung ergiebt, bei unaufhérlichem Wachsen
der Zahl n zuletzt in den Flichenraum Ac«y@B ibergeht,
d. h. man kann # immer so gross wihlen, dass die Summe (1)
von diesem Raume um weniger verschieden sein wird, als eine
noch so kleine vorher bestimmte Grosse. Nimmt man & — a
und also auch J als positiv an, so erscheinen offenbar die in
(1) enthaltenen Rechtecke als positiv oder negativ, je nach-
dem sie auf der Seite der positiven oder der negativen y
liegen. Umgekehrt verhilt es sich, wenn b — o negativ ist.
Es geht also hieraus hervor, dass ein bestimmtes Integral

Jle)da

(wenn man dieses als den Grenzwerth betrachtet, welchen (1)
fiir ein unendliches » annimmt) nur insofern als Flichenraum
angesehen werden kann, als man bei letzterem die Theile,
welche auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenaxe liegen,
entgegengesetzt und zwar die auf der Seite der positiven y
liegenden als positiv oder negativ nimmt, je nachdem b grosser
oder kleiner als a ist.

§ 2.

[154] Aus der Definition des bestimmten Integrales als
Grenzwerth von (1) oder als Flichenraum mit der eben an-
gegebenen Modification folgen fast unmittelbar mehrere Eigen-
schaften, die ich hier zusammenstelle, um mich im Folgénden
leichter darauf berufen zu konnen; ¢ bezeichnet wie ¢ und b
eine Constante.

0 [raie = — [tz
a b
b b

(3) [forwic = o[z,



6 Lejeune Dirichlet.

5) f fle)da = %} 7(%)aa,

b b b
6 [l = Pz = [fla)io = [Fa)da,
(7) »>Hat f(x) zwischgn # =0 und x = 0> immer dasselbe

Zeichen, so ist f f(xz)dz positiv oder negativ, je nach-

a
dem jenes Zeichen dem von & — o gleich oder entgegen-
gesetzt ist.«

)
(8) »Das Integral f (@) F(xr)de legt immer zwischen
a

) b
M fF(x)dx und NV f F(x)dz, wenn F(x) innerhalb der

a a
Grenzen ¢ und b sein Zeichen nicht #ndert und M und
N respective den grossten und kleinsten Werth*) be-
zeichnen, den ¢(x) in dem genannten Intervalle erhilt.«

Dieser Satz, welcher im Folgenden hiufig Anwendung
findet, ist leicht aus den vorhergehenden abzuleiten. Nach
den iiber M und N gemachten Voraussetzungen bleiben

U—gpla), @)—N
zwischen = o und x = b stets positiv.
(M — (@) Flx), [p@)— N]F()
sind daher in diesem Intervalle entweder beide immer positiv
oder beide immer negativ, woraus vermoge (7) folgt, dass die
Integrale :

S — g@N @iz, - [fipe) — N1F@E)iz

* Es ist wohl zu bemerken, dass hier bei der Vergleichung
zweier Werthe hinsichtlich ihrer Grosse auf die Zeichen Riicksicht
genommen wird; # heisst grosser als s, oder geschrieben » > s,
wenn die algebraische Differenz »—s p/ositiv ist.
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(155] gleiche Zeichen haben. Werden diese Integrale nach
(6) und (3) in die Form

M/F dw—fgo (@) de, fq)(ac dac——NfF

geblacht, so ist die Behauptung bewiesen.
Liegt ¢ zwischen o und b, so ist
b

4 b
(9) ff(w)dw =ff(w)dm +/f(x)dw

a

Dieser Satz sagt nichts anderes, als dass der Flichenraum

[w)da

a

durch die der Abscisse ¢ entsprechende Ordinate in zwei an-
dere Flichenrsiume zerlegt wird. Man kann durch wiederholte
Anwendung desselben jedes Integral in eine beliebige Anzahl
anderer Integrale zerlegen.

Es gebt z. B. daraus hervor, dass

7

2
(10) fcos 2mzdr = 0,
0

wenn m irgend eine von Null verschiedene ganze Zahl be-
zeichnet. Zerlegt man nimlich diesen Flichénraum in 2m

andere zwischen den Grenzen O und £~, 7 und g—yi,
dm’ 4m 4m
2 3 2m — 1 2
” und —75 R (2m )= und m , so sieht man
am 4m’ 4m 4m

leicht, dass der erste dem zweiten, der dritte dem vierten u.s.w.
glemh und entgegengesetzt ist.

Endlich ist fir das Folgende noch die Kenntmss der Summe
% der endlichen Reihe

% = ¢08 I - cos 29 - - - - 4 cos nd

erforderlich. Um zur Bestimmung derselben zu gelangen,
multiplicire man die Gleichung mit 2 cos % und verwandle die
Cosinusproducte nach der bekannten Formel
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2 cos B - cos y = cos (8 — y) + cos (8 + )
in Summen. Man erhilt so:
2% co8 F =1-}cosI-+cos 29 -+ - - - 4 cos (n — 1) I
~+ c08 29 + cos 839 -+ cos 49 + - - - 4 cos (n -+ 1)I.

Die Vergleichung der oberen Horizontalreihe mit der durch x
bezeichneten Reihe ergiebt fiir dieselbe: %4 1 — cosn-3;
ebenso findet man fiir die untere: z — cos J -~ cos (v 4 1) 3.
Werden beide Werthe eingesetzt, so kommt

2% cos F = 2% + 1 — cos % - cos (v -+ 1)F — cos nd.

Bringt man 2% auf die andere Seite und dividirt durch
2 (cos 3 — 1), so folgt

008 nd — cos (n - 1)9
2(1 — cos J)

x=—4+

Dieser Ausdruck fiir » wird vereinfacht, wenn man 2 sin? %
fiir 1 ---(5053122 und 2 sin%sin (n-43)9 fiir cos nF—cos(n--1)I
einfiihrt, und den gemeinschaftlichen Factor 2 sin 5 weglisst.
Man findet so: [156]

. 1
(11) cos F4-co82I -4 -4 cosnd = -—%—l—w .

gin —

3
§ 3.

Verschiedene Aufgaben der mathematischen Physiks) er-
fordern die Darstellung einer fiir das Intervall von O bis 7
ganz willkiirlich gegebenen Funection f(x) durch eine unend-
liche Reihe von folgender Form

a, sin ¢ 4 o, sin 22 4@, sin 3z -+ - - -,
WO @, Gy, @ ... von x unabhingige Grissen bezeichnen.
Der natiirlichste Weg zu der verlangten Reihenentwicklung
scheint der sogenanute Uebergang vom Endlichen zum Unend-
lichen zu sein. Man denke sich niimlich zunichst die Reihe

aus einer endlichen Anzahl n—1 von Gliedern bestehend,
d. h. man betrachte den Ausdruck:

a Sin @+ a, sin 22 + - - - 4 a,_, sin (n — 1)2.
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Die darin enthaltenen willkiirlichen # — 1 Coefficienten
0y, Gy .. . Op_, lassen sich so bestimmen, dass dieser Aus-
druck fiir eben so viele besondere Werthe von z, nimlich
T 27
n' n ‘
wird. L#sst man, nachdem die Werthe der Coefficienten ge-
funden worden ‘sind, » ohne Grenzen wachsen, so geht die

v (n— 1)3 der gegebenen Function f(x) gleich

endliche Reihe in eine unendliche iiber, die Werthe 7—17,
27 n—17m . . s e
T riicken einander immer niher und erfiillen
zuletzt das ganze Intervall von O bis 7z, so dass die Gleich-
heit der Function und der unendlichen Reihe fiir den ganzen
Umfang desselben stattfindet.

Die Gleichsetzung der Function f(x) und der endlichen
Reihe fiir die vorher angefiihrten besonderen Werthe ergiebt
folgende Bedingungen:

. 7T . 2w . mrm
a'vlSln;+aa81n°n_+'"+aﬁ281n_n—+"'
. (n—1)mw 7T
+an_4sm-—n—)—-=f(z),
2 4
aﬁsin_:""%sm—éf-f-'“—]—amsin n'_‘_
. 2m—1)m 2w
-+ ay—, s ————— = f(_n ),
2
oy $in ~——— w— ) - a,sin(n— )_g—'l'—f‘“msm(%—l)%"l' .

+ ap_, sin(—:nl)—” = f((n—l) %) .

Um aus diesen 7 — 1 Gleichungen irgend einen darin ent-
haltenen Coefficienten, z. B. a,, (wo m eine den Zahlen 1, 2,
3...n—1) zu erhalten multiplicire man diese Gleichungen

der Reihe nach mit 2 sm— [157] 2 sin 27:”’ 2 gin 3mm

2sin(n — 1) m und addire nachher alle zusammen. Die so

entstehende neue Gleichung wird a,, allein enthalten und zur
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Bestiminung dieser Grosse filhren. Um sich hiervon zu iiber-
zeugen, betrachte man den Inbegriff aller Glieder, die in dieser
Gleichung irgend einen Coefficienten a; enthalten, wo h wie m
eine in der Reihe 1, 2, 3, ... » — 1 enthaltene Zahl be-
zeichnet. Setzt man a; als gemeinschaftlichen Factor heraus,
so erhdlt man als Vereinigung aller dieser Glieder

m 7 hm 2m7w 2hmw
9sin ™" in " Lo . 2hm
ah( Sin — sin — - 2 sin sin — -+
-+mmw—”m”mnw—”mﬂ
n n

und man beweist leicht, dass der Ausdruck zwischen den
Klammern der Null gleich ist, wenn % von m verschieden ist.
Schreibt man néimlich statt der Sinusproducte Cosinusdifferenzen,
so geht derselbe in folgende Differenz iiber:

cos(m—h)%—l— cos 2(m—k)%_|_. ..

+cos(n—1>(m——h)%
(12) B
—(cos (m+k)7—;+cos2(m+h) .

n

7T
—~+ cos (n — 1) (m + k) Z) :

Jede dieser Reihen ldsst sich nach Formel (11) summiren.
(m — h)mw
n

‘Wenn man dort 4 = getzt und » in » — 1 ver-

wandelt, so findet man fir die erste

sin (n — §)(m — ) =

—%+ 275 ’

2 gin (m —_ h) '—n—
Erinnert man sich, dass fiir irgend eine ganze Zahl [
sin (Ix — y) = = sin y,

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem !/
gerade oder ungerade ist, so sieht man gleich, dass
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sin (n — §)(m — h)% = gin ((m—h)n— (mf—h)g%)

— . T
= —I- sin (m h)2n,
und dass also die erste der Reihen (12) den Werth —1 oder O
hat, je nachdem (m — h) gerade, oder ungerade ist. Aehn-
licherweise ergiebt sich fiir die zweite Reihe (12) der Werth
-1 oder O, je nachdem 7 -k gerade oder ungerade ist.
Bemerkt man nun, dass m — h und m 4 h entweder zugleich
gerade oder zugleich ungerade sind, da ihre Summe 2m ge-
rade ist, so sieht man auf der Stelle, dass der Ausdruck (12)
velschwmdet wie es frither behauptet wurde.
Es ist mcht zu iibersehen, dass das oben gefundene Re-
sultat wesentlich voraussetzt, dass h von m verschieden ist.
Fir den Fall, wo h = m, erscheint der Ausdruck fiir die

Summe der ersten der Reihen (12) in der Form %, und die

vorige Bestimmung verliert ihre Giiltigkeit. Man erhilt aber
in diesem Falle, da alle diese Glieder der Einheit gleich
[158] werden, sogleich fiir ihre Summe 7 — 1, wihrend die
zweite den Werth 1 annimmt, in dem m -~ = 2m in diesem
Falle gerade ist. Der Ausdruck (12) verschwindet also fiir
jedes h, welches von m verschieden ist, fir » = m hingegen
erhilt er den Werth ». Es geht daraus hervor, dass die
Gleichung, deren Entstehung man oben niher angegeben hat,
in der That nur den einzigen Coefficienten a,, enthilt und
von folgender sehr einfacher Form ist:

nam=2sin7—n—nf( )+23n2mﬂ;f(2ﬂ

LA

n
-+ 2 8in (n — 1) —f( (n— 1) ),

und folglich
s e

n

+sin( -;)mnf((n—- 1)7 )]

"

Nachdem die Coefficienten der endlichen Reihe gefunden
worden sind, bleibt zu untersuchen, wie sich der Coefficient,
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welcher eine beliebige, aber bestimmte Stelle einnimmt, bei
unaufhorlich wachsender Gliederzahl veriindert, d. h. es bleibt
der Werth auszumitteln, den der vorhergehende Ausdruck fiir
&, annimmt, wenn man % unendlich gross werden lisst, wih-
rend m constant gedacht wird. Schreibt man den Ausdruck
wie -folgt:

am=—72—v—[g si;1 0:7%]’(0”)4__ i _”f(g)
—l—gs' 2mnf(2ﬂ)_|_ —l——sm((n—1) )f({,"__%ll‘)]’

so erhellt aus der Vergleichung der Summe zwischen den
Klammern, mit der Gleichung (1), dass fir » = oo die Summe
in das bestimmte Integral '

7

fsin maf(x)dx

0
tibergeht.

Die alsdann zu einer ‘unendlichen gewordene Reihe stellt
aber, wie frither bemerkt worden, die Funection f(x) fiir alle
zwischen O und = gelegenen Werthe von 2 dar, und wir
haben also fiir den ganzen Umfang des genannten Intervalles

(18) flx) =a,sin x4 a, sin 2+ -+ - + @, sin mz 4 - - -

in welcher Reihe die Coefficienten nach der allgemeinen
Gleichung

7

Oy = —z—ff(w) sin mada
7
0

zu bestimmen sind. ;

Man kann durch #hnliche Betrachtungen zu einer Reihe
gelangen, welche nur die Cosinus von # und dessen Vielfachen
enthilt, und die Function f(z), wie die gefundene Sinusreihe,
fiir dasselbe Intervall von O bis sz darstellt. Kiirzer erreicht
man jedoch diesen Zweck, wenn man das schon gefundene
Resultat (13) benutzt. Setzt man in demselben statt f(x) das
Product 2 f(x) sin , so erhilt man

2 sin f(x) = a, sin x4 @, sin 264 -+ - + ap, sin mx -+
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7
Ay = —72v—f2 sin mx sin 2 f (z)dw.
0

Dieser Werth a,, lisst sich auch so schreiben:
2 kid
[159] tay = — | cos ((m — 1)) f(x) de

0
7T

> _% cos ((m + 1)2) f(x) de,

0

oder wenn man zur Abkiirzung setzt:

7T
2
;fcos haf(x)do = by,
0

wo h eine ganze positive Zahl mit Einschluss der Null be-
zeichnet: a,, = by, — byyy-

Nimmt man successive m =1, 2, 3 ... und substituirt
in obige Reihe, so kommi

2sinzf(x) = (b,—b,)sinz—+ (b,—b,)sin2 - (b,—b,)sin3x - -,
oder wenn man nach by, b,, b, ... ordnet

2 sin zf (1) = b, sin z + b, sin 2@ - b, (sin 3z — sin x)
—+ by(sin 42 — sin 22) 4 w. 8. W,

Durch Einfihrung der Producte 2 sinx-cosxz, 2sinz- cos 2z

. an die Stelle von sin 2, sin 3z —sinx . .. wird die
ganze Gleichung durch 2 sinz theilbar und man erhilt nach
Entfernung dieses gemeinschaftlichen Factors

(14) flz) = 4b,+ b, cos &+ b, cos 2 - - - - b, cos mx. ..

Diese Gleichung gilt wie die Gleichung (13), aus der sie
abgeleitet ist, fiir alle Werthe .zwischen O und 7v, und der
allgemeine Coefficient ist



14 Lejeune Diriehlet.

7
2
= —Efcos maf(x)dx
0

Obgleich die Gleichungen (13) und (14) beide eine ganz
beliebige Function f(x) fir das Intervall von O bis = dar-
stellen, so sind sie doch wesentlich von einander verschieden.
Wihrend die letztere wegen der bekannten Eigenschaft des
Cosinus, fiir entgegengesetzte Werthe des Bogens gleich zu
sein, durch die Verwandlung von # in —« unverdndert bleibt,
nimmt die erstere in demselben Falle den entgegengesetzten
Werth an, wie ebenso leicht aus der Natur des Sinus erhellt.
Man sieht hieraus leicht, dass man unter gewissen Umstinden
eine Function von « fiir das Intervall von — =z bis =z durch
die Reihe (14) oder (13) darstellen kann. Denkt man sich
némlich unter f(x) eine von 2 = 0 bis # = 7z ganz beliebig
gegebene Function von z, und setzt diese Function oder Curve
von ¢ = 0 bis & = — 7 so fort, dass immer f(—z) = f(z),
so wird diese Function von z = = bis x = — 7v durch die
Reihe (14) ausgedriickt werden konnen, denn diese Reihe gilt
immer von O bis sz, und da sie bei der Verwandlung von
2 in —x unverdndert bleibt, welches nach der angegebenen
Art der Fortsetzung auch bei der Function der Fall ist, so
stellt sie diese amch von O bis — s dar. Ganz auf dieselbe
Weise iiberzeugt man sich, dass, wenn man eine von O bis =
beliebig gegebene Function so fortsetzt, dass f(—xz) = — f(x),
fir eine solche Function zwischen x = — v und & = = die
Reihe (13) gilt. Auf diese einfache Bemerkung kann man
eine Reihe griinden, welche die Reihen (13) und (14) als be-
sondere Fille in sich begreift und eine von x = — bis
# = 7 ganz willkiirlich gegebene Function ¢ (z) darzustellen
geeignet ist.

Bringt man néimlich ¢ (z) in die Form

p@+o(—2)  @pE—9(—2
2 + 2 '

(160] so hat der erste Theil M 2) die Eigenschaft,

durch Verwandlung von 2 in — g unvelandert zu bleiben, und
ist also nach dem Vorhergehenden von x = — 7 bis v = =
durch (14) ausdrickbar. Ebenso lasst sich offenbar der
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zweite Theil M:_T(’Di—_—x)— durch die Reihe (13) darstellen

und man hat also fiir den ganzen Umfang des Intervalles von
— m bis 7, wenn man beide Theile vereinigt:

(15) @ (x) = 4b,4-b, cos x—-b, cos 2z~ -+ +b,, cos ma + -+
+a, sin s+ a, sin 224+ 4-a, sinme - -

wo die Coefficienten durch die Gleichungen
7

by = —7—1{ cos mx(p (x) + ¢ (— z))dx,
0

. 1
QG = ?fsin max(p(x) — @ (—x))da
0
zu bestimmen sind. Man kann diesen Ausdriicken eine ein-
fachere Form geben. Es ist niimlich:
7

fcos mz(p(®) + ¢ (—x))dx

= [ cos mz @ (x)dw 4 | cos mxp(—a)dz,
0 0
und nach (5):

24 —7
fcos mx@(—x)de = — | cos max @ (x)dx,
0 0
oder nach (2):
0 .

foos max () dx,

—7

folglich
0 5
1
by = ;(fcos m @ (x)dae 4 [ cos mac(p(ac)dx) ,
—n 0
oder nach (9):
47

by == 71{ cos mx @ (x)da.

-
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Ebenso ergiebt sich
+

1 .
U = — | sin ma @ (x)dx. )

-7

§ 4.

Wie natiirlich und befriedigend auch auf den ersten Blick
der Gang erscheinen mag, welcher uns zu den Reihen des
vorigen Paragraphen gefithrt hat, so findet man doch bald bei
genauerer Erwigung, dass derselbe als strenger Beweis fiir
die Giiltigkeit dieser Reihen etwas zu wiinschen iibrig lisst.
Es geht aus dem Begriff des bestimmten Integrals, wie dieses
in (1) festgestellt wurde, unbestreitbar hervor, dass irgend ein
Coefficient a,,, welcher in der endlichen Reihe eine bestimmte
Stelle o2 einnimmt, bei unaufhorlichem Wachsen von » in das
Integral /

7T
2 . d
) sin ma f(x) do
0

tibergeht, allein man darf nicht vergessen, dass durch das
Zunehmen von 7 zugleich immer mehr neue Glieder hinzu-
kommen. Um die Richtigkeit der Reihe (13) zu beweisen,
miigsste man sich die Glieder der endlichen Reihe in zwei
Gruppen zerfillt denken; die erste wiirde alle Glieder bis
zu einer bestimmten unverinderlich gedachten Stellenzahl m
die zweite alle [161] iibrigen enthalten. Konnte man nun
zeigen, dass, wihrend die Coefficienten der Glieder der ersten
Gruppe sich ins Unendliche den dureh bestimmte Integrale
ausgedriickten Werthen nshern, der Inbegriff aller Glieder der
zweiten, deren Anzahl mit » unaufhorlich wichst, nie eine
gewisse von m abhiingige und zwar beliebig klein ausfallende
Grenze iiberschreitet, wenn man das m gehorig gross Wé,hlte,
so wiirde man die ‘Gewissheit erlangen, dass die Reihe (13)
convergirend ist und die Function f(z) fiir das Intervall von
0 bis 7v wirklich darstellt.

Die Nothwendigkeit der eben angedeuteten Nachweisung,
wenn man den Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen
zu einem ganz strengen Verfahren erheben will, wird im
hochsten Grade einleuchtend, wenn man der endlichen Reihe,
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von der man ausgeht, eine andere Form giebt. Betrachtet
man eine Reihe von der Form:

ay + a0+ a2 4 - - a2,

50 lassen sich die Coefficienten ebenfalls leicht so bestimmen,
dass die Reihe fiir % Werthe von 2 innerhalb eines beliebigen
Intervalles einer ganz willkiirlichen Function f(x) gleich wird.
Liisst man nach erlangter Bestimmung irgend eines Coefficienten
n unendlich wachsen, wihrend die Stellenzahl m des Coeffi-
cienten constant bleibt, so nihert sich der Coefficient unauf-
horlich einem gewissen Endwerth, und man wiirde also durch
das im vorigen Paragraphen befolgte Verfahren zu der falschen
Folgerung verleitet, eine ganz gesetzlose oder stellenweise
ganz anderen Gesetzen gehorchende Function lasse sich durch
eine nach Potenzen der Verdnderlichen x geordnete Reihe dar-
stellen.

Die Betrachtungen, die dem Verfahren, welches uns die
Reihe (13) geliefert hat, die gehorige Strenge geben wiirden,
sind so zusammengesetzter Art, dass wir lieber einen ganz
anderen Weg der Beweisfilhrung einschlagen. Wir werden
die Reihe (15), welche die beiden anderen (13) und (14) als
besondere Fille in sich begreift, an und fiir sich untersuchen,
und ohne etwas von dem Fritheren vorauszusetzen, direct nach-
weisen, dass die Reihe:

3by 4 b, co8 x4+ b, cos 2x 4« - - 4 by, cos mw - - - -
—+a,sinx 4 a, sin 204 - - - 4 ay, sin mx - - - -,

wenn man ihre Coefficienten durch die Gleichungen

1 +7 +7
1
by, = ;fcos me@(r)ds, o, = ;fsin mx @ (x)dx
—7 —7T

bestimmt, immer convergirt und fir alle zwischen — 7z und 7=
enthaltenen Werthe von 2 der Function ¢(xz) gleich ist.

Schreibt man in den vorhergehenden Integralen statt «
einen anderen Buchstaben «, was offenbar erlaubt ist, da ein
bestimmtes Integral nur von dei Natur der Function und den
Werthen der Grenzen abhiingig ist, und setzt die Werthe fiir
die 2% - 1 ersten Coefficienten ein, so erhilt man als Summe
der 2.+ 1. ersten Glieder: }

Ostwald’s Klassiker. 116, 2
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+7z
[162] —er
+7 - 7
1 g , 1
—]-——ﬁ—cosm‘/ acosa(p(a)—l—-u—l——;cosnac de cos nag(a),
—7 —n

+

-I———smwfdasmago( o)+ - +—~smnxfdasmna(p( ),

—7

oder nach (3) und (6)

+7
%fd‘a () [§ 4 cos(e— )+ cos2(a — )4+ 4 cosn(a—x)],

oder endlich, wenn man die Cosinusreihe vermittelst der For-
mel (11) summirt,

fdarp Sm[zn_l_l)(a;w)]

a—x
2

sin

Soll also die Reihe convergiren und den Werth ¢(x) haben,
so muss der Untersehied zwischen ¢(x) und diesem Integral,
welches die Summe ihrer 27 -1 ersten Glieder ausdriickt,
bei unatufhorlichem Zunehmen von n zuletzt kleiner werden
als jede noch so klein gedachte Grésse. Es ist nothig, der
Untersuchung dieses Integrals in seiner ganzen Allgemeinheit
die Behandlung einiger einfachen Fille vorauszuschicken, auf
welche sich alle iibrigen zuriickfiihren lassen.

§ b.
Man betrachte zunichst das Integral

T

2
sin (2% + 1)B
[ sin 8 s,

in welchem 7 wie vorher eine positive ganze Zahl bezeichnet.

e
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sin (204 1)8

Setzt man statt o i den nach (11) Hquivalenten

Ausdruek
14+ 2cos28+2cos 4 -4 2cos2nf,

so erhellt nach (10), dass alle Glieder mit Ausnahme des
ersten zwischen den angegebenen Grenzen integrirt verschwin-
den, und man findet:

7T

jsin (2%—]—1);‘3’6”3= 7T

sin 8 2

Setzt man zur Abkirzung 27 -+ 1 =1F, und zerlegt das Inte-

gral in (n -~ 1) andere zwischen den Grenzen O und zz

k' &
und —27975, S % und g—, so folgt nach (7), dass von diesen
Integralen das erste positiv, das zweite negativ, das dritte

siti w. sein wird da‘ sin &5
positiv. u. 8. w. sein wird, g
[163] des ersten positiv, des zweiten negativ u. s. w. ist. Be-
zeichnet man das Integral des »-ten Ranges, d. h. das von
(v—1)m

k
0y, S0 dass also

innerhalb der Grenzen

. VT . .
bis  genommene, abgesehen vom Vorzeichen mit

— ["sinkp
f ag,
(v-—1)7z sin 19
wo das untere oder obere Zelohen gﬂt, je nachdem » gerade

oder ungerade ist, so folgt leicht aus (8), da == sin k8 von
wv—1=m . vw

A bis T stets positiv bleibt, dass ¢, zwischen den
beiden Producten liegt, welche man erhilt, wenn man

VT
3

. 2

f Fsin kfdp = T
(=1

k

P
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mit dem grossten und kleinsten Werth multiplicitt, den der
1 ‘
Factor W in dem genannten Intervalle annimmt.

Das vorhergehende Integral ist mach (4)

k 7z

B

k

ES

T sin (v — 1) +kp)dp = [ sin kB dp,
0 0
oder nach (5)

77
14 2
—]—ﬂl/smp’dﬁ—?-)

0

betrifft, so ist dieser um so kleiner,

Was den Factor’ .1
sin 8

als B grosser ist. Sein grosster Werth ist daher

i
Gin ((1} —-’ 1) 75)
und der kleinste v

-
, 8o dass also
T

SlD.?
2 1 2 1
Q">% . VT und Q_"<7; =1
sin - sin————

2
Fir das letzte Integral ¢,,, gelten die Grenzen T und
2

7 ———lnn, die sich auf dieselbe Weise ergeben. Vergleicht

k
man die Grenzen, zwischen [164) welchen je zwei aufein-
ander folgende Integrale liegen, so ergiebt sich auf der Stelle,
dass ‘0,, 0, 03 ... Opy, €ine abnehmende Reihe bilden, d. h.
0, >0, >0, ... > 0py, Das urspriingliche, spiter in

n -+ 1 andere Integrale zerlegté Integral hatte den Werth %[
Es findet also die Gleichung statt

a

§=94_9~2+93_‘94+"'»i On 41+
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Aus der Abnahme der Glieder ¢, , g, ... folgt leicht, wenn
man die Reihe bei ihrem 2m-ten und (2m - 1)-ten Gliede
abbricht (wo natiirlich 2m < n): -

T
§>94"—92+93_"’—92m7

(16) 7T ! .
§<91_Qafi'Qs—"'—chm“lfgem-{-r

Unm sich zu tiberzeugen, dass diese Ungleichheiten stattfinden,
darf man nur bemerken, dass im ersten Falle die-weggebrach-
ten Glieder, wenn man sie paarweise vereinigt, 0,141 — Gom+as
Comas — Qam+a - - - Dositive Differenzen geben, und :dass man
also etwas positives weglisst, und das Umgekehrte fiir den
zweiten gilt.

Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung des Integrales:

h

sin k8 e
{ o (P28 =5,

wo h eine positive, % nicht ibersteigende Constante und f(B)

eine stetige F'unction von 3 bezeichnet, 'Weléhe, wihrend @8
von O bis & wichst, immer positiv bleibt und nie zunimmt.
Ich sage absichtlich: nie zunimmt, um den Fall nicht aus-
zuschliessen, wo f(3) stellenweise oder fiir das ganze Intervall
constant bliebe. Der Buchstabe % ist wie frither zur Abkiir-
zung fiir 27 -1 eingefiithrt, und wir wollen untersuchen, wie
sich 'S veriindert, wenn » ohne Grenze wichst. Es sei r%
das grosste in % enthaltene Vielfache von %, wo offenbar die

ganze Zahl 7 nicht grosser als % sein kann, und man zerlege das

Integral in » 4 1 andere, zwischen den Grenzen O und kid

k’
7T 2
" und _kz’ e ZI—ZE und %, so sind diese Integrale wieder

abwechselnd positiv und negativ. Bezeichnet man dasjenige,
welches die »-te Stelle einnimmt, abgesehen von seinem Zei-
chen, mit R,, so dass also
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[165] wo wieder das obere oder das untere Zeichen gilt, je
nachdem » gerade oder ungerade ist, so hat man

S=R —R,+R,—- -+=R,,,.

Die positiven Werthe R,, R,, R, ... bilden eine abnehmende
Reihe, wie man sich leicht iiberzeugt, wenn man auf R, den
Satz (8) anwendet. Man findet unter Berueksmht]gung der
iiber /(8) gemachten Voraussetzung, dass

zwischen den beiden Producten

v

k

f(’l/_f_l?) - sin lc,é? \) — sm Ic/a’
k sin 8 g u ( sin b’
=)= (r —1) n
k

liegt, d. h. also
2> ("en B<r(P51) e

Vergleicht man die untere Grenze [ ( )Q,, fir R, m1t den

oberen fiir R,,,, welche f (Wv) Qy4y ist, so folgt wegen

0y > 0,44, dass auch R,>> R, ,, wie vorher behauptet
wurde. Bricht man die Reihe S bei R,,, und R,,,, ab
(wo 2m < r), so ergeben sich die Ungleichheiten

) Wiire f(k) =f

zusammenfallen und man muss, um alle Fille zu umfassen, mit dem
Zeichen ¢ > w den Sinn verbinden, dass ¢ nicht kleiner als e ist.

(ﬂ), so wiirden die beiden Grenzen
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S>E —By+ By — -+ — By
S<R4_R2+R3"—'"_ em""RzmH-

Die erste dieser Ungleichheiten wird nicht aufhoren richtig
zu bleiben, wenn man statt der zu addirenden Glieder £, F, .

ihre unteren Grenzen f( )Q“ f(g—lzf) 0, ... und statt der zn
subtrahirenden [%,, &, ihre oberen Grenzen [ ( 05
f (?112—[) 04, ... setzt. Hierdurch und durch Anwendung des

umgekehrten Verfahrens auf die untere Ungleichheit erhilt man
7T 3
S>f(%)(@4—Qe)+f(_]{;_)(93_94)+ :

((Qm 1)7v)(

+7 Qam—1— Qam)s

8§< f(d)&—f(%)(ea—es)—f(%)(&—95)—

__f(2m71:)( m = Qam1)-

[166] Da die Differenzen ¢, — 0,, 05 — 035 03 — 04 ... pOSi-
tiv sind und die Function f(8) zunimmt, so darf man offenbar

in der ersten Ungleichheit f (%), f (%—t) ... und in der

zZweiten f(zn) f(%t) ... mit f(29z7v

ist also

S>>0, —0a 40— " — 0umi) f(zm”)
< 0,1(0 )—(er-.ea+94—'"—QWH)’C(%?)'

Die Zahl 24 ist kleiner als », und also um so mehr kleiner
als », so dass die Resultate (16) stattfinden.

Die dort gefundenen Ungleichheiten lassen sich in die
Form bringen:

7T
92—93+"'+92m<94—’2—1

) vertauschen. Es

T
9, “Qz+"'—92m>'§'—9~zm+4°
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Vergleicht man diese, nachdem man von beiden Seiten der
ersten 0,,,,, abgezogen hat, mit den vorher erhaltenen Grenzen
fiir S, so ergeben sich folgende hdchst einfache Resultate:

S> f(2m7t\) — f(Zmn)

s< ™ f(zm”) + Qumas f(gm) + e [f<0>—"f(2—725)]'

Unser Zweck war, die allmhliche Veriinderung des Integrales:

h
__[sinkp
- / e (62

zu untersuchen, wenn man in demselben % = 2% —- 1 nimmt
und die ganze Zahl » iber jéde Grenze hinaus wachsen lisst.
Diese Frage wird auf der Stelle durch die eben gefundenen
Ausdriicke beantwortet. Nach dem Fritheren ist die darin ent-
haltene gerade Zahl 2m fiir ein bestimmtes » insofern noch
willkiirlich, als sie jeden » nicht iibersteigenden Werth hat,

h
wo r wie frither das grosste in - k= %(2% 4+ 1) enthal-

tene (Ganze bezeichnet. Da hiernach #» offenbar gleichzeitig
mit 7 iiber jede Grenze hinaus wichst, so darf auch 2m jede
Grenze iiberschreiten.

Denkt man sich nun das gleichzeitige Wachsen von 2m
und % so, dass dabei 2%” successive jeden Grad von Kleinheit
erreicht, so werden die fiir S gefundenen Grenzen zuletzt zu-
sammenfallen. Betrachtet man zunichst die untere Grenze

) e (27),

so wird unter der angegebenen Voraussetzung ihr erstes Glied

auletzt in 2 7(0) iibergehn; was das zweite betrifft, so liegt

2

der Factor g,,,,, nach [167] Obigem zwischen
LIS SRR S
[ ERE 1)
ac Sin2m7t i sin( m - 1)7

k- Ck
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Schreibt man diese in folgender Form:

2mr 7T

9 3 - 9 2m -4 1)—16
O A — ,
2mz sin 27;” 2m 1) sin (2m 4 1)%

so ist leicht zu sehen, dass beide zuletzt verschwinden. Durch

das unaufhorliche Wachsen von 2 néhert sich 2;75 der Null,
withrend ’
2mm
k
. 2mm
sin —

wegen des Abnehmens von 2m sich der Einheit nihert.

k
Das Product wird also Null, und dasselbe gilt von dem zweiten.
Es geht hieraus hervor, dass die untere Gremze fiir S zuletzt
mit % f(0) zusammenfillt. Die beiden ersten Glieder in der
oberen Grenze sind den schon untersuchten ganz #hnlich, und

2

es bleibt nur noch das dritte o, [f(O)— f( 7;:”)] zu be-
trachten. Der zweite Factor ndhert sich offenbar der Null,
und dieses Glied wird also verschwinden, wenn der erste nicht
iiber jede Grenze hinaus wichst. Dass dieses aber nicht der
Fall ist, folgt sogleich aus den beiden Ungleichheiten, von

denen die erste aus (16) hervorgeht, wenn man dort m = 1
setat:

7T 2 1
91<§+927 92<?

. 7T
sin =-
k

Beide mit einander verglichen ergeben:

1

. 7T
sin —

k

7T 2
(N <§‘+?

und der Werth von
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. 7C

12k
%smz B sin7—v
k k

nihert sich durch das Wachsen von %4 dem Werthe ;2;

Es ist somit streng bewiesen, dass die beiden Grenzen,
zwischen denen S eingeschlossen ist, bei unaufhorlichem

Wachsen von n zuletzt mit gf(o) zusammenfallen, welcher

Werth also auch der des Integrales -

fsmkﬂf(m ag

Sin
0

fir ein unendlich grosses # ist.

‘Wir haben bisher vmausgesetzt dass die Funetion f(3),
wihrend 8 von O bis %~ wichst, nie zunimmt und ausserdem
stets positiv bleibt. Behilt man die erste Bedingung bei, d. h.
setzt man voraus, dass fiir irgend zwei [168] zwischen O und
h fallende Werthe p und g die Differenz f(p) — f(¢) immer
negativ oder Null ist, wenn p — ¢ positiv ist, ohne damit die
zweite Annahme zu verbinden, dass f(f) nicht negativ wird,
go findet der vorige Satz ebenfalls noch statt. Nimmt man
nimlich eine positive Constante ¢, welche so gross ist, dass
7(8) 4 ¢ nicht negativ wird, so ist der Satz auf f(f) 4 ¢ an-
wendbar, d. h. das Integral

Smk{)’
f(f B+ ) sm{a’

wird fiir ein unendlich grosses n, 5 [f (0) 4-¢]. Zugleich ist

klar, dass dieses Integral die Summe von folgenden ist:
h
sin k{)’ j‘ sin kg
f 1 sin {J’ sin 8 ap,

von denen das zweite in demselben Falle c% wird. (Es ist.

ndmlich bei der vorigen Behandlung der Fall mit eingeschlossen
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worden, wo die positive Function im ganzen Intervall constant
war.) Also muss das erste durch unaufhorliches Wachsen von

n zuletzt den Werth gf (0) annehmen.
Denkt man sich jetzt eine Function f(8), die, wihrend S

von O bis % wichst, nie abnimmt, so wird f(6) nie zunehmen.
Man hat also, wenn 7 unendlich wichst,

I
J-re gy =—r0g

und folglich

sin kﬁ 7T
ff sin p‘ _Z_f(o)'

Die vorhergehenden Resultate lassen sich in folgenden Satz
zusammenfassen:

(17) »Ist f(B) eine stetige Function von f, die, wihrend 5
von O bis %~ wichst (wo die Constante 2 > 0 und

7T . .
<—2—) und nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder um-

gekehrt iibergehts), so wird das Integral

e
0

sin 8

wenn man darin der ganzen Zahl » immer grossere
positive Werthe beilegt, zuletzt immerfort weniger als

jede angebbare Grosse von %f (0) verschieden sein.«

[169] Die Constante & bleibe den vorigen Bestimmungen
unterworfen, und man denke sich unter g eine zweite Con-
stante, welche kleiner als % und zugleich positiv und von Null
verschieden sei. Ist /(8) eine fiir das Intervall von ¢ bis
gegebene stetige Function von (3, die, wenn § von g bis &
wichst, nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt
iibergeht, so lisst sich nach dem vorigen Satz leicht ermitteln,
was aus dem Integral



28 Lejeune Dirichlet.

j?sin 2n—+18)

: sin

wird, wenn man 7 unendlich werden ldsst. Da nimlich f(5)
bloss von 8 =g bis B = h gegeben ist, so, bleibt die Art
der Fortsetzung dieser Fuuction iibér das genannte Intervall
hinaus willkiitlich. Denkt man sich f(B) fiir alle Werthe von
B zwischen O und g inclusive constant und zwar = f(g), so
hat man eine von # = O bis § = h stetige Function, welche
in diesem Intervall nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder
umgekehrt ibergeht, und auf welche daher der vorige Satz
anwendbar ist. Es wird daher das Integral

h

gin (2n - 1)
ST rigas,

rg)as

wenn man n = oo setzt, g 7(0) = g— f(g) sein. Zerlegt man
dasselbe Integral in die'folgenden:

g

B
'sin (2n 4+ 1)8 sin (2n - 1)
J~qmﬂ4ww+/—§@~4ww,

so wird auch das erste = %f 0) = 22)" (9) nach dem vorigen

Satz, also muss das zweite fiir ein unendliches % verschwinden.
Es gilt also der Satz:

(18) »8ind g und h Constanten, welche den Bedingungen ge-
niigen g > O, —723 = h > g, und geht die Function /(8),

wenn 8 von g bis h wichst, nie vom Abnehmen ins
Zunehmen oder umgekehrt iiber, so wird das Integral

h .
*sin (2n - 1)8
S s
fiir ein unendlich grosses » der Null gleich.«

Vermittelst der Sitze (17) und (18) ist es nun leicht, die
zu Ende des § 4 aufgestellte Behauptung zu beweisen.
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§ 6.

Die Summe der 2. -1 ersten Gleder der zu unser-
suchenden Reihe war durch das Integral:

(170] sin [(2 n -+ 1) (‘8 ;. x)]

f—ux
2

+ 7z
w S

2sin

ausgedriickt. 'Wir haben frither vorausgesetzt, dass die Fune-
tion ¢(p) fir das ganze Intervall von § = — s bis § =7
stetig ist; wir konnen jedoch, ohne die folgende Untersuchung
im geringsten zu erschweren, die Annahme machen, dass ¢(g)
fiir einzelne Werthe von /5 eine plotzliche Verinderung er-
leidet, ohne jedoch unendlich zu werden.®) Die Curve, deren
Abscisse 8 und deren Ordinate ¢ (3) ist, besteht alsdann aus
mehreren Stiicken, deren Zusammenhang iiber den Punkten
der Abscissenaxe, die jenen besonderen Werthen von ( ent-
sprechen, unterbrochen ist, und fiir jede solche Abscisse finden
eigentlich zwei Ordinaten statt, wovon die eine dem dort enden-
den und die andere dem dort beginnenden Curvenstiick an-
gehort. Es wird im Folgenden nothig sein, diese beiden
Werthe von ¢(8) zu unterscheiden, und wir werden sie durch
@(B—0) und ¢(f - 0) bezeichnen. Um unniitze, die fol-
gende  Darstellung verlingernde Unterscheidungen zu vermeiden,
bemerke man, dass dieselbe Bezeichnung auch fir die Werthe
von 3 gelten kann, fiir welche keine Unterbrechung der Stetig-
keit stattfindet, wo dann ¢(f — 0) und ¢ (8 - 0) beide mit
¢ (B) gleichbedeutend sind.

Das obige Integral lisst sich nach (9) in die folgenden
zerlegen:

o sin (27 + 1) (ﬁ;x)

—7 2 sin ¢ ;- z 7
1 sin (2n + 1) (ﬁ x)
TC . dﬁ ()0(16)) p—a ’
x 2 sin
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cder neeh (4):

- sin(2n—l—1)—g:
;jdﬁ(p(w—l-/f)———p,—,
—(72+2) 2 sin —
2
sm(2n—[—1){§
—fdﬂ'fpm—l-ﬂ) -
L
251n—2~

Wendet man (3) auf beide an und nachher noch (2) und (5)
auf das erste, so kommt:

7z+x
(19)
1 in (2 1
;bfdﬂw(wzﬂ)————sm(sjzj Ly

Wir betrachten jetzt das zweite dieser Integrale, abgesehen

1 .
von dem constanten Factor 7{- Da « zwischen — 7z und 7

liegt, so liegt T

T swischen O und . Ist ﬁ; =0,

was fiir « = 7r der Fall ist, so ist das Integral fiir jedes n
Null und erfordert keine weitere Untersuchung. Nehmen wir
zunichst an, n—;
mit e, € ...e, wie sie der Grosse nach aufeinander folgen,
die Werthe [171] von g, fiir welche erstens (x4 24)

sei nicht grosser als 5 Man bezeichne

innerhalb des Intervalles von f =10 bis § = Zt-—g—-ﬁ, eine

Unterbrechung der Stetigkeit erleidet und zweitens vom Zu-
nehmen ins Abnehmen oder vom Abnehmen ins Zunehmen
iibergeht, und zerlege das Integral in andere zwischen den

Grenzen O und ¢,, ¢, und ¢,, ... ¢, und

genommene.
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Auf alle diese neuen Integrale, mit Ausnahme des ersten, ist
der Satz (18) offenbar anwendbar, da innerhalb der Grenze eines
jeden die Function keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet
und nicht vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt iiber-
geht; alle nihern sich dabei ins Unendliche der Null, wenn
man 7 iiber alle Grenzen hinaus wachsen ldsst. Das erste
hingegen erfillt die Bedingungen (17) und geht bei unaufhor-

lichem Wachsen von # zuletzt in den Werth »grp(ao -+ 0) iber.
Also wird das Integral

—%

2
ofdﬂrp(w+ 2) S Bt e

fir % = oo den Werth —g— @(x -+ 0) annehmen.

w—% . T . :

—g tiber 5 oder ist x negativ, S0 zerlege man

das vorige Integral in zwei andere zwischen den Grenzen
A T — % .

0 und 91 5 und —5 Auf das erste dieser neuen Inte-

grale bleibt das vorige Verfahren anwendbar, und dasselbe

Liegt

wird also —z—(p(w -+ 0), wenn man # unendlich gross werden

ldsst. Das andere

T—%

2
Jaspiat2p) ™0

2
kann nach (4) und (5) in die Form gebracht werden:

T2
2
_Jdﬂq)(m—l— 275 —28) sm«ii’;'(;l)_“;)—m) :
T

Wendet man (2) an und setzt sin § statt sin (w — 8) und
sin (2% + 1)B) statt sin ((2n + 1)(w — B)) (was erlaubt ist,
da n eine ganze Zahl ist), so geht das Integral iiber in:
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[172]

7
St 2m—2p BEEL
7Z+x

2

Da z, wie vorher gesagt wurde, in diesem Falle negativ

ist und also zwischen O und — 7z liegt, so ist ”

+o
9 positiv
und von Null verschieden, den einzigen Fall ausgenommen,
wo ¢ = — 7t. Zerlegt man das Integral in andere, zwischen
deren Grenzen (x4 27— 23) weder eine Unterbrechung
der Continuitit erleidet noch aus dem Zunehmen ins Abneh-
men oder umgekehrt iibergeht, so werden alle diese Integrale
nach (18) fiir # = oo der Null gleich. Dieses Resultat gilt

nicht, wenn l_;—x = O und also x = — =z, da alsdann auf

das erste der durch Zerlegung entstehenden Integrale nicht
der Satz (18), sondern der Satz (17) angewendet werden muss.

Dieses erste ist alsdann (wegen z = — 7):
[48
sin (2n 4~ 1)
fdﬁf/’(ﬂﬁ-l- 27 —2p) '—(—W)L
0

=fdp’q>(n—2ﬁ)8in(2n+1)ﬁ

sin (3

und wird also fir » = oo den Werth %@(n — 0) erhalten,

wihrend alle iibrigen verschwinden.

Vereinigt man die verschiedenen, fiir das zweite Integral
(19) gefundenen Resultate, so ergiebt sich, dass dieses Integral
durch unaufhorliches Wachsen der darin enthaltenen ganzen
Zahl n fiir jedes zwischen — sz und -7z gelegene « in den
Werth 4 ¢ (x -+ 0) tibergeht. Fir z = und z = — 7z er-
leidet das Resultat eine Ausnahme: in dem ersteren Falle ist
das Integral Null, im anderen wird es [¢ (w—0)— ¢ (= 0)].
Aus einer ganz #hulichen Untersuchung des ersten Integrals
(19) folgt, dass dasselbe fiir #» = oo im Allgemeinen % ¢ (z — 0)
wird, in den besonderen Fillen aber, in # = — 7z und x = 7,
respective Null und & [¢(w — 0) 4 ¢ (— w + 0)].
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1
Erinnert man sich nun, dass die beiden Integrale (19) zu-
sammengenommen die Summe der 27 - 1 ersten Glieder der
Reihen darstellen:

(20) 4b, —+ b, c0s & b, €08 2%~ - - - by, CcOS MT - - -
~+a, sin x4a, sin 224 - - Sy sinme - - - -,
wo die Coefficienten durch die Gleichungen

+z + 7z
b= [180(8) cosmB, an=_[d8p(s) sinmp

zu bestimmen sind, so geht aus dem Vorhergehenden ganz
streng hervor, dass diese Reihe immer convergirt, d. h. dass
es immer einen gewissen Werth giebt, von dem die Summe
der 2% -+ 1 ersten Glieder der Reihe, wenn # iiber alle Grenzen
hinaus wachsend gedacht wird, zuletzt immerfort {173] um
weniger als jede angebbare Grisse verschieden sein wird, und
dass dieser Werth oder die Summe der unendlichen Reihe, wenn
x zwischen — 7z und - 7 liegt dureh §[¢p (- 0) -+ ¢ (x —0)],
fiir = 7 und # = — 7 aber durch §{¢ (7—0)-4 ¢ (—w—+-0)]
dargestellt wird.

Dieses Resultat umfasst alle Fille; ist o keiner von den
besonderen Werthen, fiir welche die Stetigkeit von ¢(x) unter-
brochen wird, so sind ¢ (x4 0) und ¢ (x — O) einander gleich,
und der Werth der Reihe wird also ¢(x). Wo eine Unter-
brechung der Stetigkeit eintritt und also die Function ¢ (x)
eigentlich zwei Werthe hat, stellt die Reihe, welche ihrer
Natur nach fiir jedes x einwerthig ist, die halbe Summe dieser
Werthe dar. An den Grenzen des Intervalles von — 7z bis
~+ 7, d. h. fir diese Werthe selbst ist die Summe der un-
endlichen Reihe gleich der halben Summe der beiden Werthe
@ () und ¢@(— 7). Man sieht daraus, dass die Reihe die
Function ¢ (z) aus den Grenzen des Intervalles nur dann richtig
davstellt, wenn ¢ () = ¢@(— 7).19)

‘Wir haben schon frither bemerkt, dass die eben unter-
suchte Reihe (20) oder (15) die Reihen (13) und (14) als
gpecielle Falle in sich begreift. Man braucht nur die Fune-
“tion ¢ (x) fir den halben Umfang des Intervalles, nimlich

% =0 bis = 7z ganz beliebig gegeben zu denken und fiir
die Werthe zwischen O und — 7z fortgesetzt zu denken, wie
es die Gleichungen ¢(— ) = @(x) oder ¢(—x) = — ¢ ()

Ostwald's Klassiker. 116. 3
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vorschreiben, um respective zu (14) und (13) zu gelangen.
Ich will dies noch mit zwei Worten fiir den ersten Fall zeigen,
weil sich aus dieser Ableitung eine Eigenschaft der Reihe (14)
ergiebt, welche bei der fritheren Behandlung nicht hervortrat.
Setzt man die von O bis v beliebige Function ¢(x) nach der
Gleichung ¢ (— «) == @(x) fort, so ist klar, dass fir « =0
keine Unterbrechung der Stetigkeit eintreten und dass ¢ (— 7z)
= @ () sein wird. Die Reihe (20) wird also ¢ (0) fiir » = 0,
und ¢(z) fir # = w. Die Gleichungen fiir die Coefficienten
werden durch Zerlegen der darin enthaltenen Integrale:

0 7
b= [ap () cos mp + z)/’ a8 (8) cos mf,

0 7
i = %_fdﬁrp(ﬂ) sin m 8 -+ iﬂ[dﬁw(ﬂ) sin m 8.

Wendet man auf die beiden von — 7z bis O genommenen
Integrale nach einander (5) und (2) an, und beriicksichtigt,
dass @ (— B) = @(B), eos (— mp) = cos mB, sin (—mp) =
—sinm@, so erhilt man

4
2
by = }Efdﬁ(p(ﬁ) cosmf, a, =0.
0

Die von @ = 0 bis & = 7 ganz beliebige Function ¢ (z) wird
also durch die Reihe

(174] Lb, -+ b, cosx + b, cos 22 4~ - - - by, cos M - - - -

dargestellt, welche auch fiir die das Intervall begremzenden
Werthe O und 7z noch giiltig ist. Es versteht sich dabei von
selbst, dass, wenn ¢(x) zwischen O und sz eine Unterbrechung
der Stetigkeit erleidet, die Reihe fiir jeden solchen Werth von
# die halbe Summe der entsprechenden Werthe von ¢(x) aus-
driickt. Auf ganz #hnliche Weise gelangt man zu der Reihe
(13) und findet, dass diese im Allgemeinen fiir = 0 und
x = st nicht mehr richtig ist, was sich aber in diesem Falle
ganz von selbst versteht, da die Reihe, wie auch ihre Coeffi-
cienten beschaffen sein mogen, fir die genannten Werthe ver-
schwindet.



Note iiber eine Eigenschaft der Reihen, welche
discontinuirliche Functionen darstellen.

Von

Ph. L. Seidel.

{Abhandl. der Math. Phys. Klasse der Kgl. Bayerischen Akademie
der Wissenschaften V, 381—394 (Miinchen 1847).

[381] Man findet in Couchy's Cours d’Analyse algébrique
Cap. 6, § 1 einen Lehrsatz, welcher ausspricht, dass die Summe
einer convergirenden Reihe, deren einzelne Glieder Functionen
einer Grosse x und zwar continuirlich.in der Nihe eines be-
stimmten Werthes von 2 sind, immer gleichfalls in dieser
Gegend eine stetige Function derselben Grosse sei. Hieraus
wiirde - folgen, dass Reihen der vorausgesetzten Art nicht ge-
eignet sind, discontinuirliche Functionen in der Nihe der
Stellen, wo ihre Werthe springen, noch darzustellen;.— mit
anderen Worten: dass durch ein Aggregat stetiger Grossen
discontinuirliche auch' dann nie vepréisentirt werden konnen,
wenn man die Form des Unendlichen zu Hiilfe nimmt, so
dass das Letztere nicht, wie es einen Uebergang vom Ratio-
nalen zum Irrationalen bildet, so auch die Briicke zwisclien
‘gtetigen und nicht stetigen Grossen zu schlagen vermochte.
‘Denn die Convergenz der Reihe wiirde aufhdren, also die ge-
wihlte Form ihren Sinn verlieren, wo die Discontinuitit be-
‘ginnt.

- [382] Der Beweis, ‘auf welchen dieser Satz am angefiihrten
‘Olte begriindet wird, beruht im Wesentlichen auf.der Bemer-
kung, dass man die Summe der ganzen Reihe abtheilen kann
in die Summe einer Anzahl » ihrer ersten Glieder und in die
“ergiinzende alles Folgenden. - Die letztere kann man, was :auch
‘o Sei, bei der vorausgesetzten Convergenz der  Reihe, :durch

bl
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Vergrosserung von 7 8o klein machen, als man nur will; das-
selbe wird von der Verinderung geschlossen, die sie erleidet,
wenn & um wenig geindert wird; das Increment der Summe
der n ersten Glieder nimmt ohnedies, da sie aus einer end-
lichen Zahl continuirlicher Functionen von « besteht, zugleich
mit der Aenderung von « unendlich ab; es scheint also, dass
man 7 so gross und das Increment von x so klein withlen
kann, dass die Aenderungen beider Theile, also auch die der
ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als eine beliebig kleine
Grosse, und hiermit wire die Continuitit der Summe der
Reihe in dem Sinne, in welchem sie hier genommen wird,
erwiesen.

Gleichwohl steht der Satz in Widerspruch mit dem was
Dirichlet gezeigt hat, dass z. B. die Fourier'schen Reihen auch
dann immer convergiren, wenn man sie zwingt, discontinuirliche
Functionen 1) darzustellen; — ja, die Discontinuitit wird ge-
rade durch die Form dieser Reihen, deren einzelne Glieder
doch stetige Functionen sind, hiufig hereingebracht, indem diese
Periodicitiit, welche den goniometrischen Functionen -eigen
ist, allen, die man so darstellen will, aufdringt, und dadurch
diejenigen, welche sich nicht von selbst unter dies Gesetz
beugen, gewaltsam discontinuirlich macht. Man braucht selbst
nicht dem intricaten Gang der Dirichlet schen Beweise nachzu-
gehen, um sich zu iiberzeugen, dass die Allgemeinheit des
Satzes, von welchem die Sprache ist, Einschréinkungen hat:
auch die gewohnlichsten Integrale, welche discontinuirliche
Werthe haben, z. B. das bekannte

(383] w sin z o
Jrnee g,
0

konnen Beispiele 12) davon abgeben; denn man kann dieses,
durch blosse Zerlegung des unendlichen Intervalles, in welchem
es zu nehmen ist, in eine unendliche Anzahl endlicher, ver-
wandeln in eine Reihe, deren einzelne Glieder Integrale sind,
von denen man fast & vue beweist, dass sie stetig von x ab-
hingen, und welche Reihe nothwendig stets convergirt, weil
ihre Summe immer einem der drei moglichen Werthe des
ganzen Integrales gleich ist.

Wenn man ausgehend von der so erlangten Gewissheit,
dass der Satz nicht allgemein gelten kann, also seinem Be-
weise noch irgend eine versteckte Voraussetzung zu Grunde
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liegen muss, denselben einer genaueren Analyse unterwirft,
go ist es auch nicht schwer, die verborgene Hypothese zu ent-
decken; man kann dann riickwirts schliessen, dass diese bei
Reihen, welche discontinuirliche Functionen darstellen, nicht
erfiilllt sein darf, indem nur so die Uebereinstimmung der
iibrigens richtigen Schlussfolge mit dem, was andererseits
bewiesen ist, gerettet werden kann. Auf solche Art erhilt
man einen Satz, welcher sich auf diese Klasse von Reihen
bezieht, und so ausgesprochen werden kann:

Theorem.

Hat man eine convergirende Reihe, welche eine
discontinuirliche Funetion einer Grdsse x darstellt,
von der ihre einzelnen Glieder continuirliehe Fune-
tionen sind, so muss man in der unmittelbaren Um-
gebung der Stelle, wo die Funection springt, Werthe
von # angeben konnen, fiir welche die Reihe beliebig
langsam convergirt.

[384] Der Zweck des gegenwirtigen Aufsatzes ist es, diese
Eigenschaft nachzuweisen, welche meines Wissens noch nir-
gends ausdriicklich hervorgehoben worden ist. Durch sie
wiirde diese Art der Darstellung nicht stetiger Functionen
wesentlich an Werth verlieren, wenn es sich dabei darum
handelte, aus der Reihe die Functionswerthe in der Gegend
wo sie springen?3) wirklich numerisch zu berechnen, ein
Fall, der aber in den Anwendungen, wo der umgekehrte
hiufiger ist, sehr selten vorkommen wird. Zu bemerken ist,
dass hier unter discontinuirlichen Funetionen nur solche ver-
standen sind, welche Stellen haben, wo es nicht mdoglich ist,
die Aenderung der Variabeln so klein zu machen, dass die
der Function kleiner wiirde, als eine beliebig kleine Grosse:
also nur Functionen, welche graphisch durch Curven repri-
sentirt sind, deren Ordinaten an gewissen Stellen plotzlich
gpringen. 14)

Die Reihe, welche nur fir Werthe der Verinderlichen (x)
betrachtet werden soll, fiir welche sie convergirt und demnach
irgend eine Function von z darstellt, moge sein:

fl,0) 4 f(x, 1) + f(x, 2) 4 - - - in inf.

Thre ganze Summe werde ich bezeichnen mit F(x), die Summe
ihrer 7 -}~ 1 ersten Glieder oder die Grosse
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flw, 0) =+ fla, 1)+ - - - + flay n)

mit S, (x), die alles Folgenden oder den Ausdruck
fle,n 4+ 1)+ fle,n -+ 2) 4 - - - in inf

mit RB,(x). Man hat also

[385] (1) Fla) = S,(a) + By (a).

Ueber die hier vorkommenden Grossen wissen wir nur dies,
dass man 7 so gross nehmen kann, dass R,(x) kleiner wird,
als eine beliebig kleine Grosse ¢ (d. h. dass die Reihe conver-
girt), und dass S,(z), so lange #» nicht iiber alle Grenzen
wichst, eine continuirliche Function von 2 ist. Denn es ist
die Summe einer beschréinkten Zahl Glieder, welche einzeln,
der Voraussetzung nach, diese Bedingung erfiillen. Es gehe
nun z iber in © -+ ¢ und dadurch #ndere sich F(r) um AF,
Sp(x) um AS,. - So wird auch sein:

(2) F(z) + AF = S,(x) + 48, + R, (x4 ¢),
und wenn man hiervon die Gleichung (1) subtrahirt:
(3) AF = A48, -+ Ry (x -} &) — By (x).

Soll sich nun beweisen lassen, dass in einem besonderen
Falle F(x) eine continuirliche Function von x ist, oder dass
AF mit ¢ zugleich unendlich abnimmt, so wird man zeigen
miissen, dass die drei Grossen zur Rechten in der letzten
Gleichung sich gleichzeitig so sehr verkleinern lassen, als
man nur immer will. Da man niimlich im voraus nicht weiss,
ob R,(x) eine continuirliche Function ist, so kann man im
Aligemeinen nicht anders darauf ausgehen, den Unterschied

By (@) — By (x)

zu verkleinern, als dadurch, dass man jede dieser Grossen fiir
sich sehr klein macht. Dies muss durch Vergrosserung von
n geschehen, wihrend man durch Verkleinerung von & bewirkt,
dass A48, unendlich abnimmt. Zum Beweise der Continuitit
von F(x) in der [386] Gegend des bestimmten Werthes
wird also erforderlich sein, zu zeigen, dass man fiir diesen
Werth gleichzeitiz n so gross, aber endlich, und ¢ so klein,
aber von Null verschieden machen kann, dass die drei Be-
dingungen erfiillt werden: - '
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48, <=
(4) By () < ¢
Ry(z+e) < ¢

wo 7, ¢', 0" beliebig klein anzunehmende absolute Grossen
bezeichnen, und simmtliche Ungleichheiten abgesehen vom
Zeichen zu nehmen sind. Bestehen sie alle zugleich, so
wird dann aus (3) 4F dem Zahlenwerthe nach <z -+ ¢’ 4 ¢”,
kann also so klein gemacht werden, als man nur will

Was zunsichst die Erfillung der beiden letzten Ungleich-
heiten betrifft, so kann man folgende Betrachtung anstellen:

Es bezeichne 7 einen bestimmten, von Null verschiedenen
Werth des Incrementes ¢ von x. So klein es auch gewihlt
gein mag, so wird man doch nachher « so klein annehmen
konnen (was in der Willkiir liegt), dass fiir das Bestehen der
ersten Ungleichheit in (4) erforderlich ist, ¢ < 5 zu nehmen;
wir konnen also O und % als die mdglichen Grenzwerthe von
¢ ansehen. Es sei nun ¢ eine Grosse, kleiner als der kleinere
der beiden Werthe ¢" und ¢”, und man verstehe unter » (ab-
hiingig von &) die moglichst kleine positive ganze Zahl, welche
gleichzeitig allen Bedingungen geniigt:

B,(z+4¢ <e
(5) B,y e+ 8) <e
( Ry (z4e) <o

u. 8. w. in inf.

[387] (Bedingungen, die gsich, bei der vorausgesetzten Con-
vergenz der Reihe, immer miissen erfiillen lassen) — so konnen
zwei Fille eintreten: entweder es wird, (I) wihrend ¢ alle
Werthe von O bis # durchliuft (einschliesslich der Grenzen),
p fir irgend einen darunter liegenden einen Maximalwerth er-
langen (und dann iiberhaupt nur eine endliche Zahl verschiedener
Werthe haben), oder (II) es kann » in der nichsten Nihe
von ¢ = 0, zugleich mit dem ohne Ende abnehmenden ¢,
iiber alle Grenzen wachsen. Geschihe nimlich das Letztere
in der Nihe eines anderen bestimmten Werthes von & alg
bei & = 0, so wiirde man diesen dadurch ausschliessen konnen,
dass man 7 kleiner machte, so dass er nicht mehr in das
Intervall von O bis 7 fiele. Es braucht also nur der eben
bezeichnete Fall beriicksichtigt zu werden.
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I. Findet nun von den beiden Mdiglichkeiten die erste
wirklich statt, dass es nimlich einen Maximalwerth N der
Zahlen » giebt, welche zu den & zwischen O und n gehoren,
so wird es unur udthig sein, fir » in (4) diese Zahl N zu
nehmen, um vermdge der Bedingungen in (5) sicher zu sein,
dass den beiden letzten der drei Ungleichheiten geniigt ist,
wie auch ¢ in dem Intervalle gewihlt werden moge. Diese
Grosse wird man nun, was bei der Continuitit der Function
Sp(e) immer moglich ist, so zwischen O und 7 und verschieden
von dem ersteren Werthe anzunehmen haben, dass auch die
erste Bedingung

A48, 7w

erfiillt ist, und fiir jedes noch kleinere & erfiillt bleibt; man
wird dann also vermdge (3) und (4) haben

AF < v+ o'+ ¢,

oder da die Grossen zur Rechten beliebig klein angenommen
werden [388] konnen, so wird gezeigt sein, dass die Aende-~
rung der durch die Reihe dargestellten Function F(x) zugleich
mit dem Incremente & der Variabeln z unendlich abnimmt,
dass also die ganze convergirende Reihe, deren einzelne Glieder
stetig von « abhingen, ebenfalls eine in der Nihe des be-
stimmten Werthes von z continuirliche Function dieser Grosse
darstellt. In diesem ersten Falle ergiebt sich also wirklich
der Couchy’sche Satz.

II. Anders verhilt es sich mit dem oben mit II bezeich-
neten Falle, zu dessen Betrachtung ich mich jetzt wenden werde.

Es konnte auf den ersten Anblick scheinen, als ob dieser
Fall, dass niimlich fiir sehr kleine ¢ und in der nichsten Nihe
von ¢ = 0O die durch die Ungleichheiten (b) definirte kleinste
Zahl v iiber alle Grenzen wichst, gar nicht eintreten konnte.
Denn da die Reihe fiir alle Werthe von & zwischen O und 7
convergirt, so muss sich fiir jeden von ihnen ein endliches
» angeben lassen, welches jene Ungleichheiten alle erfiillt.
Daraus folgt aber durchaus nicht, dass alle solchen » unter
einer bestimmten Grenze N - 1 liegen miissen. Es konnte
z B. in einem besonderen Falle der Zusammenhang, welcher
vermoge der Bedingungen (5) zwischen & und » stattfindet,
der Art sein, dass » die grosste in dem Ausdrucke

1

&
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enthaltene ganze Zahl wire, — so wiirde es fiir jedes von O
verschiedene ¢ endlich bleiben, und doch alle Grenzen iiber-
schreiten. Man konnte einwenden, dass der hier beispiels-
weise angenommene Zusammenhang zwischen » und ¢.und ebenso
alle #hnlichen deshalb unstatthaft sei, weil nach ihm fiir
¢ = 0 die Zahl ¥ unendlich, also die Reihe, gegen die Voraus-
setzung, fiir diesen Werth divergent wiirde.?5) So darf aber
nicht geschlossen werden. Denn, [389] da man im voraus
nichts dariiber weiss, ob die Grossen R, (x - ¢), B,,(x + &)
u. 8. w. continuirliche Functionen von (x oder) & sind (was ja
eben durch den Couchy’schen Satz erst bewiesen werden soll),
und iiberhaupt im Allgemeinen nichts iiber sie weiss, als dass
sich die Bedingungen (5) immer erfiillen lassen, so kann auch
nicht behauptet werden, dass nach denselben » mit einer ge-
wissen Regelmissigkeit, einer Art von Continuitit, von & ab-
hiingt, und es konnte sehr wohl sein, dass es, um bei dem
gewihlten Beispiele zu bleiben, fiir jedes von O verschie-
dene, sonst beliebig kleine, ¢ die grosste in

1

&

enhaltene gauze Zahl wire, fiir ¢ = O aber, die Continuitit
des Gesetzes verlassend, gleichwohl keine unendliche, sondern
irgend eine bestimmte Grosse hitte. Also wiirde in dem Bei-
spiele sich in der That fiir jedes &, die Null eingeschlossen,
ein endliches » angeben lassen, welches die Bedingungen (5)
erfiilllt, und doch kein Grenzwerth, unter welchem alle diese »
liegen. Mit anderen Worten: die Reihe wird zwar fir die
betrachteten Werthe der Variabeln immer convergiren, wie es
die Voraussetzung fordert, aber man wird, in der nichsten
Nihe von ¢ = 0, Stellen angeben konnen, wo sie es beliebig
langsam thut, d. h. wo man, um sicher zu sein, dass die
Summe aller weggelassenen Glieder < ¢ ist, die Anzahl der
mitgenommenen grosser machen muss, als eine beliebig grosse
Zahl N. Ein shnliches Verhalten kommt aueh schon bei den
gewohnlichen Reihen, die continuirliche Functionen darstellen,
vor, 8o z B. convergirt die Reihe

w?'

z x?
Tyt ies T

immer, setzt man aber z. B. = 1000000, so wird man bei
der [390] Berechnung ihrer Summe, selbst wenn man eine
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Million Glieder mitnimmt, noch einen enormen Fehler begehen,
und fiir # = Einer Billion miisste man weit iiber eine Billion
Glieder addiren, um einige Annsherung zu erhalten, u. s. w.

Die Moglichkeit also, dass die vorgelegte Reihe in der
Gegend von & = 0O, oder in der nichsten Nihe des Werthes »
der Variabeln Stellen hat, wo sie beliebig langsam convergirt,
lagst sich nicht leugnen. Es kann also geschehen, dass sich
die in den obigen Erorterungen mit N bezeichnete endliche
Zahl nicht angeben lisst, und alsdann bricht der ganze Beweis
von der Continuitit der Function F(x) zusammen, welcher
unter (I) auf die Voraussetzung der Existenz eines solchen
Werthes gegriindet worden, und in der That nur eine detail=
lirtere Ausfilhrung desjenigen Beweises ist, welchen Cauchy
am angefilhrten Orte mittheilt. Man wiirde sich auch ver-
gebens fiir diesen Fall nach einem anderen Beweise umsehen;
das thatséichliche Vorhandensein convergirender Reihen, welche
discontinuirliche Functionen einer Variabeln repriisentiren, von
der ihre einzelnen Glieder stetig abhiingen, lisst an einen sol-
chen nicht denken. Man kann also nur schliessen, dass Reihen
dieser Art in der Nihe desjenigen Werthes der absolut Ver-
dnderlichen, fiir welchen sie springen, sich nothwendig in dem
hier mit II. bezeichneten Falle befinden miissen; also in der
Gegend dieses Werthes beliebig langsam convergiren,
diesen Ausdruck in dem Sinne genommen, welcher festgestellt
worden ist. Hiermit ist das oben aufgestellte Theorem er-
wiesen.

Man sieht, wie bei solchen Reihen die Darstellung der
Discontinuitit der Summe gewissermaassen durch eine Discon-
tinuit#it im Verhalten der Reihe selbst erreicht wird. Die
Convergenz derselben wird in der Nihe der Stelle, wo die
Functionalwerthe springen, immer geringer, d. h. um dadureh,
dass man die Reihe irgendwo [391] abbricht, um einen Fehler
zu begehen, kleiner als eine sehr kleine Grosse ¢, wird man
eine Gliederzahl IV beriicksichtigen miissen, welche in dem
Maasse, wie man der discontinuirlichen Stelle (¢ = 0) niher
riickt, immerfort und tber jede bestimmte Zahl hinaus zunimmt.
Die Grénze hiervon wire, dass fir ¢ = O selbst keine noch
so grosse Anzahl mitgenommener Glieder der Bedingung ge-
niigte, den begangenen Fehler < ¢ zu machen, d. h. dass fiir
¢ = 0, oder an der unstetigen Stelle, die Reihe zu convergiren
aufhorte, also den Sprung der Function nicht reprisentirte.
Diegse Inconvenienz wird aber dadurch vermieden, dass die
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Anzahl N der Glieder, welche mitgenommen werden miissen,
selbst eine discontinuirliche Function von & wird (— der Aus-
druck, nicht genau, weil NV immer eine ganze Zahl ist, wird
gleichwohl verstindlich sein —), die zwar, wenn & von der posi-
tiven oder der negativen Seite her sich der Null nihert, iiber
alle Grenzen wichst, doch aber fiir ¢ = O keine unendliche,
sondern eine ganz bestimmte Grosse hat. Denkt man sich
also, dass & z. B. von der negativen Seite her sich der Null
nihert, so wird das zugehorige NV von einem bestimmten Werthe
an iiber alle Schranken hinaus wachsen; im Augenblick, wo
& gleich Null wird, fillt es plotzlich von seiner Hohe auf
einen bestimmten Werth herab, um von diesem, sobald ¢ die
Null passirt hat, sogleich aufs Neue zu Werthen tiberzugehen,
welche grosser sind als alle noch so gross gegebenen. Die
Grosse N, die als eine ganze Zahl sich iiberhaupt ruckweise
dndert, macht also an der Stelle, wo die Function discontinuir-
lich ist, einen unendlichen Sprung in zwei Abséitzen, herab
und wieder hinauf. Das Springen in zwei Absiitzen ist be-
kanntlich auch den Functionen selbst eigen, welche durch die
Fourier'schen Reihen dargestellt werden, ebenso den Werthen
des oben angefiihrten Integrales

[o¢]

sin ze
f do
o
0
und andern.

[392) Die Anzahl N der Glieder, welche man von der
unendlichen Reihe beriicksichtigen muss, um sicher zu sein,
dass kein Fehler > ¢ aus der Vernachlissigung aller folgen-
den entspringen kann, ist natiirlich abhiingig von ¢. Wenn
dieses eine bestimmte Grosse iibersteigt, so wird man im All-
gemeinen immer sicher sein, ein bestimmtes endliches N auf-
stellen zu konnen, welches fiir alle Werthe der absolut
Variabeln innerhalb gewisser Grenzen (x == 7) seiner Defini-
tionsbedingung geniigt. Bei einer bestimmten vorgelegten
Reihe muss daher der hier mit II. bezeichnete Fall als vor-
handen angesehen werden, sobald er fiir sehr kleine ¢ ein-
tritt. Bei Reihen also, welche der Kategorie II angehoren
(und hierunter miissen alle sein, welche discontinuirliche Func-
tionen einer Grosse = darstellen, von der ihre einzelnen Glieder
stetig abhingen), wird es einen gewissen ausgezeichneten
Werth von g, P geben, derart, dass man so lange ¢ > P
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ist, immer ein bestimmtes IV so angeben kann, dass fiir &
zwischen O und 7

Ryfx—+¢) <o
Byg,(o+¢) <o
Byyq(z+¢) <o

. 8. w. in inf.

dass hingegen, sobald ¢ unter P herabsinkt, diese Ungleich-
heiten sich nicht mehr fiir alle & gleichzeitig erfiillen lassen,
so nahe auch die beiden Grenzen O und % derselben zu-
sammenfallen mogen.

Die Eigenschaft also, dass es fiir jede Gegend, wo die
dargestellte Function springt, eine solche Grisse p giebt, muss
allen Reihen von der betrachteten Art zukommen, wobei es
iibrigens, wenigstens so lange nicht das Gegentheil besonders
erwiesen ist, denmkbar wire, dass bei bestimmten Reihen P
unendlich wiirde, oder wie man es auch aussprechen kann: es
ist moglich, dass Reihen existiren, [393] wo in der unmittel-
baren Nihe ganz bestimmter Werthe der Verinderlichen sich
Stellen angeben lassen, fiir welche die immer stattfindende
Convergenz so langsam eintritt, dass der begangene Fehler,
bis zu welcher noch so grossen vorgegebenen Zahl N von
Gliedern man auch gegangen sein moge, immer noch grosser
bleibt, als eine beliebig grosse Zahl*). Der allgemeinere Fall
wird hingegen der sein, dass er nur grosser bleibt als eine
bestimmte Zahl P oder jede darunter liegende. Dies ist
nothwendig, damit die Reihe eine discontinuirliche Function
darzustellen im Stande sei; dagegen ist es, bis auf weitere
Untersuchung, nicht ausgeschlossen, dass derselbe Fall auch
bei Reihen vorkime, deren Werthe nicht springen.16) Die
Grosse P, oder besser irgend eine Function derselben, die mit
wachsendem P abnimmt, konnte man als eine Art Maass
der Convergenz der Reihe betrachten, auf welche sie sich
bezieht.

Es wird nicht nothig sein, noch besonders die Anwendung
auszufithren, welche das Gesagte auch auf bestimmte Integrale

*) Aehnlich, wie man dies bei der schon oben angefiihrten
Reihe fiir ¢* machen kann, aber bei dieser nicht, wie es im Falle
des Textes gefordert wird, ohne dass x gewisse enge Grenzen
iiberschreitet.
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leitet, die discontinuirliche Functionen représentiren.!?) Ist
zunichst wenigstens eine Grenze des Integrales unendlich, so
kann man es, durdh blosse Abtheilung in endliche Intervalle,
auf eine unendliche Reihe der besprochenen Art zuriickfiihren;
sind beide Grenzen endlich, so wird das Integral durch Ein-
fithrung einer neuen Variabeln u. 8. w. in eins von unendlicher
Ausdehnung verwandelt werden konnen. Ist die unterm In-
tegralzeichen stehende Function continuirlich, so kann iibrigens
der Werth des Ganzen, wie leicht zu zeigen, nur dadurch
discontinuirlich sein, dass die Function innerhalb des Inter-
valles unendlich wird: also ist auch in diesem Falle die Un-
endlichkeit der Form eigentlich schon gegeben.



Anmerkungen.

Gustav Peter Lejeune Dirichlet, geboren den 13. Februar
1805 zu Diiren, gestorben den 5. Mai 1859 in Gottingen, war
einer der bedeutendsten deutschen Mathematiker des neun-
zehnten Jahrhunderts. Er zeigte schon von Jugend an grosse
Vorliebe fiir Mathematik und kaufte sich fiir sein Taschengeld
mathematische Biicher, die er »so lange lag, bis er sie ver-
stand«. Auf Wunsch seiner Eltern sollte er eigentlich Kauf-
mann werden, erreichte es aber, dass er studiven durfte.
1817—1819 besuchte er das Gymnasium in Bonn, 1819—1821
das Jesuitengymnasium in Ko6ln. Er setzte es durch, Mathe-
matik studiven zu dirfen (statt Jurisprudenz, wie seine Elfern
wiinsehten) und zwar in Paris, wo er sich als Hauslehrer
seinen Unterhalt erwarb. Indessen wurde er mehr gefordert
durch seine Privatstudien (er war einer der ersten, welche
die Gauss’schen Disquisitiones arithmeticae wirklich verstanden
haben) und den Verkehr mit Fourter, der in ihm das Interesse
fir die mathematische Physik erweckte, als durch die Vor-
lesungen an der Faculté des sciences.

1826 kehrte er nach Deutschland zuriick, habilitirte sich
auf A. v. Humboldt's Veranlassung 1827 in Breslau, kam 1828
nach Berlin an die Kriegsschule und wurde 1831 Professor
an der Universitit und Mitglied der Akademie. In Berlin er-
warb er sich schnell grosses Ansehen und hatte einen gewal-
tigen Lehrerfolg. Trotzdem nahm er 1855 den Ruf nach
Gottingen als Nachfolger von Gowss an, weil er in Berlin
nicht von seiner Stellung an der Kriegsschule befreit wurde.
Er versammelte auch in Gottingen einen grossen Kreis von
jungen Mathematikern um sich. — An einem Herzleiden, das
sich plotzlich entwickelt hatte, starb er im Jahre 1859.

Dirichle¥’s wissenschaftliche Verdienste bestehen einerseits
in seinen zahlentheoretischen Arbeiten, welche an Gauss
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ankniipften und namentlich durech Anwendung von Functionen-
theorie viele Probleme losen. Duich seine Vorlesungen iiber
Zahlentheorie (herausgegeben von Dedekind) hat er ferner das
Verstindniss der Disquisitiones arithmeticae von Gauss sehr
erleichtert. Daneben war die Theorie der bestimmten In-
tegrale und ihre Anwendung in der mathematischen Physik
gein hauptsichlichstes Arbeitsgebiet, und er hat theils durch
strengere Begriindung schon vorhandener Methoden, wie in
der vorliegenden Abhandlung, welche an Fourier ankniipft,
theils durch Behandlung neuer Probleme aus der Wirmelehre,
der Hydrodynamik, der Potentialtheorie und der Mechanik,
Grosses geleistet. (Vgl. die Ausgabe der gesammelten Werke,
herausgegeben von der Berliner Akademie, Berlin 1889 u. 1897.)

Phalipp Ludwig (von) Seidel, geboren den 24. October 1821
in Zweibriicken, gestorben am 15. August 1896 in Miinchen,
besuchte die lateinische Schule in Nordlingen, das Gymnasium
in Nirnberg (1835) und das Gymnasium in Hof (bis 1839).
Sein grosses Interesse und seine Befihigung fir Mathematik
veranlassten seinen Lehrer Schniirlein, der ihn auch privatim
forderte, bei S.s Vater es durchzusetzen, dass er Mathematik
studiven durfte. (Sein Vater konnte sich anfangs nicht mit
diesem Gedanken befreunden, »da man damit keinen Hund aus
dem Ofen locken konnec<.) Er studirte nun in Berlin bei
Dirichlet und Encke (1840—1842), dann in Konigsberg, wo die
mathematischen Studien unter Juacobi, Bessel und Newmann
blihten. 1842 ging er nach Minchen, wo er auf Steinheil's
Veranlagsung sich mit photometrischen Untersuchungen be-
schiftigte. 1846 fand seine Promotion statt, in demselben
Jahre habilitirte er sich in Miinchen, wurde 1851 ausserordent-
licher und 1855 ordentlicher Profesgor. Im Jahre 1896 starb
er, nachdem er schon lange Zeit durch ein Augenleiden an
der Austibung seines Amtes verhindert war.

Seine Arbeiten bestehen in astronomischen Beobachtungen,
optischen Untersuchungen und verschiedenen mathematischen
Abhandluggen, in denen die Wahrscheinlichkeitsrechnung und
die Lehre von den unendlichen Reihen bearbeitet wird (vgl.
die Gedichtnissrede F. Lindemann’s auf v. Seidel, Miinchen 1898).
. Lindemann sagt von den mathematischen Abhandlungen:
»Wir sehen Dirichlet’s Einfluss in dem Bestreben, allgemein
anerkannte und benutzte Methoden streng zu begriinden und
auf sichere Basis zu stellen.« Die Arbeit »Ueber neue
Eigenschaften der Reihen, welche discontinumirliche



48 Anmerkungen.

Functionen darstellen« »fiillt eine wesentliche Liicke aus,
indem zuerst der Begriff der ungleichmissigen Convergenz ein-
gefiihrt wird, und so in der Theorie der trigonometrischen
Reihen ein Rithsel gelost wird, das Dirichlet’s Beweis fiir die
Convergenz wohl umgangen, aber nicht erledigt hatte.«

Die in dem vorliegenden Hefte verdffentlichten Arbeiten
stehen in einem engen Zusammenhange. Hatte Dirichlet’s
Untersuchung gezeigt, dass eine convergente Reihe von .un-
endlich vielen stetigen Functionen nicht nothwendig eine stetige
Summe zu haben braucht, so hat Seidel aufgeklirt, dass der
Grund der Unstetigkeit einer solchen Summe nur in der un-
endlich verlangsamten Convergenz bestehen kann.

Was nun speciell Dirichlet’s Arbeit iiber trigonometrische
Reihen angeht, so sei beziiglich der Geschichte dieser Reihen
verwiesen auf die Einleitung von B. Riemann's Arbeit vom
Jahre 1854: Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch
trigonometrische Reihen (p. 266ff. der zweiten Auflage der
Ges. Werke, Leipzig 1892), ferner auf die Darstellung von
A. Sachse: Versuch einer Geschichte der Darstellung willkiir-
licher Functionen einer Variabeln durch trigonometrische Reihen
(p- 280—276 im dritten Bande der Abhandlungen zur Geschichte
der Mathematik, Leipzig 1880), endlich auf die Biographien
A. Hurnack’s (von A. Voss, Math. Annalen, XXXII, 1888) und
P. Dubois-Reymond's (von H. Weber, Math. Annalen, XXXV,
1890).

Hier moge zur Einleitung Folgendes geniigen:

Die Aufgabe, eine irgendwie gegebene Function in eine
Reihe zu entwickeln, welche nach bestimmten Functionen fort-
schreitet (z. B. nach ganzen Potenzen der unabhingigen Varia-
beln, oder nach den trigonometrischen Functionen derVielfachen),
giebt zu folgenden Fragestellungen Anlass:

1. Wie sind die Coefficienten der Reihenentwicklung aus
der gegebenen Function zu berechnen? (In der Moclowrin-

(n)
schen Reihe ist z. B. der Coefficient von 2" = f—n—sﬂ)
2, Stellt die nach dem in 1. gefundenen Gesetze entwickelte

Reihe die Function auch wirklich dar? (Bekanntlich kann man
1

z.B. ¢ # in keine Maclourin’sche Reihe entwickeln; alle
Coefficienten der Entwicklung verschwinden.)
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3. Welche Eigenschaft muss eine Function haben, damit
sie sich nach dem vorgeschriebenen Gesetze entwickeln lasst?

4. Ist die gefundene Entwmklung eindeutig ?

5. Wann convergirt iiberhaupt eine Reihe der vorgeschrie-
benen Form? (d. h. welchen Bedingungen miissen die Coeffi-
cienten gentigen, damit Convergenz stattfindet?)

Die erste Frage hat Fourier fiir trigonometrische Reihen
auf zwei verschiedene Weisen gelost [vgl. Fowrier, Théorie
analytique de la chaleur (Band I). Publiée par G. Darboux,
Paris 1888]. Die erste, umstindliche Methode ist folgende
(p. 2041f.): F. geht von der Annahme aus, dass die zu ent-
wickelnde Funetion in Form einer Potenmelhe gegeben ist.
Diese wird umgeformt in eine trigonometrische Reihe. Die
Coefficienten der tﬁgonometlischen Reihe haben eine Gestalt,
aus der folgt, dass sie gewissen Differentialgleichungen zweltel
Ordnung gentigen, denen auch die bestimmten Integrale ge-
niigen, welche die wirklichen Coefficienten darstellen. Die
zweite, einfachere Methode ist die Berechnung durch glied-
weise vorgenommene Integration (p. 211). (Vgl. Anmerkung 6.)
Dirichlet selbst hat in der hier verdffentlichten Arbeit eine
dritte Methode gewiihlt, indem er ausgeht von der Coefficienten-
bestimmung bei einer trigonometrischen Reihe mit einer end-
lichen Anzahl von Gliedern (§ 3). — Eine vierte, sehr elegante
Methode hat endlich in neuerer Zeit 4. Topler gegeben (Anz.
der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien vom
7. XII, 1876): Die Aufgabe, eine gegebene Function in eine
trigonometrische Reihe von endlicher Gliederanzahl und von
der Form

b
?ﬂ—l—b‘ COS % . . . ~f= by, COS M

~+a sinz...- ay sinme
zu entwickeln, fihrt genau auf die Fowrier'schen Werthe fiir
die Coefficienten, wenn man verlangt, dass die Summe der
Fehlerquadrate ein Minimum wird.

Endlich sei noch erwihnt, dass es Apparate giebt, welche
die Berechnung des Fourier’schen Coefficienten auf graphischem
Wege ermdglichen (z. B. Hewrici's harmonischer Analysator).

Die zweite Frage hat Dirichlet zum ersten Male einwandfrei
beantwortet, und zwar in der Arbeit: Sur la convergence des
séries trigonométriques qui servent a représenter une fonetion
arbitraire entre des limites données (Crelle’s Journal 4, 1829,

Ostwald’s Klassiker. 116. 4
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p. 167—169 = p. 117—132 des ersten Bandes der gesam-
melten Werke, herausg. von Kronecker, Berlin 1889). Von
dieser Arbeit ist die hier veroffentlichte (erschienen in Moser
und Dove’s Archiv 1837 = Ges. Werke I, p. 133—160) eine
Erweiterung und Ergiinzung.

Der Grundgedanke von Dirichlet ist die Reduction auf das
Integral (§ 4):

6/“ P0) g )

dessen Grenzwerth fir © = oo zu untersuchen ist. An dieses
Dirichlet’sche Integral kniipfen auch alle spiteren Untersuchun-~
gen iiber die zweite Frage an, wenn auch nicht, wie bei
Dirichlet (§ b), das Integral untersucht wird durch Zerlegung

des Intervalles in Theilintervalle von der Linge E, fiir die

sin k3 sein Zeichen nicht wechselt. (Man vergleiche z. B.
C. Newman's Buch: Ueber die nach Kreis-, Kugel- und
Cylinderfunctionen fortschreitenden Entwickelungen, Leipzig
1881, Kap. 2, § 4, p. 38 ff.; L. Kronecker's Vorlesungen iiber
die einfachen und vielfachen Integrale, herausg. von E. Netfo,
Leipzig 1894, p. 70 ff.; C. Jordan’s Cours d’analyse II, zweite
Aufl., Paris 1894, Kap. IV).

Die dritte Frage hat ebenfalls Dirichlet zum ersten Male
behandelt: In seiner ersten Arbeit spricht er das Resultat aus,
dass die Entwicklung moglich ist »si lo fonction ¢lx), dont
toutes les valeurs sont supposées finies et déterminées ne présente
qu'um nombre fini des solutions de continuité entre les limites — 1w
et 7, et st en outre elle Wa qu'un nombre déterminé de mawima
et manima entre ces mémes limites. (Vgl. Anmerkung 9.)

Man hat mehrfach versucht, diese »Dirichlet’schen Be-
dingungen« zu erweitern, und ist dabei zu anderen Bedingun-
gen gelangt, welche sich zum Theil nicht mit ihnen decken (vgl.
die oben genannten historischen Darstellungen, sowie die eitirte
Arbeit Riemann'’s).

Die beiden letzten Fragen sind seit Riemann besonders in
Angriff genommen worden; man findet eine Besprechung der~
selben in den oben citirten Biographien.

Soviel iiber die Bedeutung und historische Stellung der
Arbeit von Dirichlet. Die Arbeit von Seidel ist eine noth-
wendige Erginzung von Dirichlet’s Untersuchung. Den Grund
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der Unstetigkeit einer convergenten Reihe von stetigen Func-
tionen fand Seidel in der unendlich verlangsamten Convergenz.
@G. Stokes hat iibrigens fast gleichzeitiz dieselbe Entdeckung
gemacht (vgl. Band I der Mathematical and physical papers,
Cambridge 1880, p. 236—285). Eine sehr elegante Darstellung
dieser Frage mit vielen Beispielen findet man auch in &. Dar-
bouz’s Mémoire sur les fonctions discontinues (Annales de
I'icole normale. II. Série, Tome 4, Paris 1875, p. 57—112).

Inhaltlich sei noch Folgendes bemerkt: Der Irrthum, dass
eine convergente Reihe von stetigen Functionen eine stetige
Summe haben miisse, beruht auf einer unerlaubten Vertauschung
der Grenziiberginge.

‘Wir wollen setzen:
Es sei ferner ¢ ein bestimmter Werth von x. Dann ist
wegen der vorausgesetzten Convergenz und Stetigkeit der ein-
zelnen Glieder der Reihe:

Limes R,(x) = 0 (auch fiir © = a)
Nn = ®
Ferner
Limes 8, (x) = Sy (a).
r=a
Dagegen brauchen die beiden Grossen
Limes R,(x) und Limes R,(x) (= 0)
r=a,n=cwo N=w,L=0a

nicht identisch zu sein; und diese Voraussetzung wird still-
schweigend gemacht von Cawchy. Nur dann, wenn diese beiden
Grenzwerthe identisch sind, ist die Function F(x) stetig.

1) Zw Seite 3. Das Problem, durch welches Fourier auf
trigonometrische Reihen gefilhrt wurde, ist die Aufgabe, die
Temperaturen der einzelnen Punkte einer rechteckigen homo-
genen Platte bei stationsirer Wirmestromung zu bestimmen
(a. a. O. p. 222). Ferner werden trigonometrische Reihen in
der Elasticititslehre und in der Akustik angewendet (iibrigens
schon vor Fouwrier). Man vergleiche z. B. hierzu: B. Riemann,
Partielle Differentialgleichungen und ihre Anwendung auf physi-
kalische Fragen. Vierte Auflage. Neu bearbeitet von H. Weber.

4%
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Braunschweig 1900; v. Helmholtz, Vorlesungen iiber die mathe-
matischen Principien der Akustik. Leipzig 1898; Wangerin's
Ausgabe der Helmholiz'schen Theorie der Luftschwingungen in
offenen Rohren (Nr. 80 dieser Sammlung); Rayleigh, The theory
of sound. Zweite Auflage. London 1894.

2) Zw Seite 3. Dirichlet giebt keine Definition der Stetig-
keit im Intervalle ab. Dieselbe ist folgendermaassen zu definiren:
Eine Function heigst stetig in einem Intervall, wenn sie in
allen Punkten des Intervalles stetig ist; eine Funmction heisst
gtetig in einem Punkte x, wenn sie fiir jedes von Null verschie-
dene beliebig kleine & eine von Null verschiedene Grosse o
angeben kann, so dass

(fle+ hd) — fla)) < &

ist, sobald A zwischen — 1 und —|— 1 liegt.

8) Zw Seite 4. d.h., wenn das bestimmte Integral sich
nicht durch einfache Formeln auswerthen lasst.

4) Zu Seite 5. Dieser anschauliche Beweis ist, wie Dirichlet
selbst hervorhebt, keineswegs stleng Es muss vielmehr ge-
zeigt werden, und zwar durch rein analytische Betmchtungen

dass die Summe
2 61’ f (66@),

in der 0; die Linge eines Theilintervalles uad a; irgend eine
dem n-ten Theilintervalle angehorige Abscisse bedeutet, sich
einer bestimmten Grenze nihert, wenn die einzelnen Theil-
intervalle unendlich klein werden, wihrend ihre Anzahl iiber
alle Grenzen wiichst. (Ein sehr einfacher Beweis hierfir findet
gich bei Darbouz a. a. O. p. 73:)

5) Zw Seite 8. Bei dem Problem der schwingenden Saite
ist z. B. die folgende Aufgabe zu losen:

Bedeutet I die L#nge der Saite, = die Entfernung eines
Punktes von einem Endpunkt, y die Abweichung aus der
Ruhelage (wo die Saite gespannt ist), ¢ die Zeit, so ist zu-
néichst

NnN=awm

. M

y = S (4, cos ant 4+ B, sin-ant) sin %l7
n=1

die Gleichung, welche die Bewegung der einzelnen Punkte dar-
stellt. Die Constanten 4; und B; sind nun aus der Angabe
zu bestimmen, dass zur Zelt t-_ 0 die Saite nicht nur eine
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bestimmte Anfangsform hat (y = f(z)), sondern, dass die
einzelnen Punkte auch vorgeschriebene Geschwindigkeiten haben

[57)., = ot

Hieraus folgt, dass die Coefficienten 4; und By aus den
beiden Gleichungen

[

. ML
fl&) = Xn 4y sin —

1

> v

g(x) =a ~%_Yn n By, sin @ZL
zu bestimmen sind. Mit anderen Worten: es miissen f(x) und
g(x) in trigonometrische Reéihen entwickelt werden, die nach

den Sinus der Vielfachen von %—75 fortsehreiten.

8) Zu Seite 16. TEinfacher ist die folgende, von Fourier
herrithrende Methode, die Coefficienten zu bestimmen:
Indem man die beiden Seiten der Gleichung

b
]’(96)=—23—|—bl €08 & -}~ b, €08 2% 4 - - -
a, sin ¢ + a, sin 22 - - -

erst mit sin no multiplicirt und dann integrirt von — 7 bis
i+ 7¢; indem man ferner mit cos nx dasselbe ausfithrte, erhilt
man die Formeln:

by = _j"rff(x)dwr

T
1
by = — ff(w) cos nwdax,
71:_”

T
Ay == lﬁ/f(w) sin nawdw.

—7T

Dabei ist Gebrauch gemacht von den Formeln
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7

fcos nz sin maedz = 0,
-7

7 +r

‘/1003e mzdx =l/‘sinQ mxds = 7,
— —n

+n +7

fcos mz cosnedr =0, [ sinmesin nedes = 0!(m I n)
-7 -7

und dann auf der rechten Seite gliedweise integrirt.

V) Zaw Seite 20. Bei Dirichlet steht an dieser Stelle nicht
W sondern —i—, wie auch iiberall in den weiteren Formeln.

8) Zu Seite 27. C. Newmamn hat hierfir die Bezeichnung
»monoton« eingefithrt.

9) Zu Seite 29. An dieser Stelle wird also die Function
¢ der Bedingung unterworfen, dass sie »abtheilungsweise
monoton und abtheilungsweise stetig« ist in dem ganzen Inter-
vall (nach der Bezeichnung von C. Newmann). Diese Bedin-
gungen hat man spiter als »die Dirichlet’schen Bedingungen «
bezeichnet (vgl. die Einleitung). — Zum ersten Male hat H. A.
Schwarsx ein Beispiel einer stetigen Function gegeben, welche
die Dirichlet'schen Bedingungen nicht erfiillt und sich auch
nicht in eine Fourier’sche Reihe entwickeln ldsst. (Das Bei-
spiel ist veroffentlicht am Ende der Abhandlung von A. Sachse.)

Die Function ¢(z) wird durch folgende Festsetzung definirt:
Man theile das Intervall von % bis O in unendlich viele bis
zur Null kleiner werdende Intervalle

7 T 7 7T 7 7 7 ®
_2_m’ m@,, = g 0,
wo zur Abkiirzung

A]=1-2-3---(24+1)
gosetzt ist, und lim g = oo sein soll. Definirt man nun im
J-ten Intervalle die Function durch die Gleichung

1 .
@(B) = m -sin [4] 8,
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o zeigt sich, dass das Dirichlet'sche Integral iiber alle Grenzen
wichst, wihrend doch
Limes ¢(B) = 0 ist.
g=0

10) Zu Seite 33. Als Beispiel einer Fourier’schen Entwick-
lung wollen wir die folgende wiihlen: Es soll die Funection ¢ ()
in eine trigonometrische Reihe entwickelt werden, wobei ¢ (x)
im Intervalle — 7v bis O definirt ist durch die Gleichung

Plo) =+

und im Intervalle O bis 7z durch die Gleichung
7

@z) = 5
Fiir die Coefficienten ergeben sich die Formeln
b, = 0, }
0 2
1 7T : 7T
b, — ;[f(ﬁ-{— E) cos mBdp —l—f(?—ﬁ) cos m,@dﬁ] =0,
—7 0
m = 2n,
4
= am? (m = 2n 1),
0 p
1 w\ 7T .
Ay =;[/(,6’—|— E—) sinmpBdpg —|—-f(?——-[>’) sin mﬁdﬂ] =0.
e 0

Es kommt also die Reihe
cos 3z cos b

4
pla) = (005 o+ 2 - G2 )

Differenzirt man diese Entwicklung, so erhilt man eine Reihe
@,(®), die von = —m bis ® =0 den Werth 41, von
2 =0 bis # =" den Werth — 1 darstellt. Fir & = —,
=0 und = -7z muss sich das arithmetische Mittel aus
den Sprungwerthen, also der Werth O ergeben.

Die Reihe ist

sin 3¢  gin b

() = —%(sinm—{———g——;—__g—- 4. )
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und hat in der That fir x =0, = — & und = v den
‘Werth Null.
Setzt man aber z. B. x = —-%, so kommt
7T 4 1 1
n(~5)=-%l-1trg—5+ )

Die unendliche Reihe, welche in der Klammer steht, ist der
negative Werth der Lesbniv'schen Reihe fiir —Z—, so dass sich

in der That ergiebt:

7T 4 7T
n(-g) = —T="1r
Auch fiir alle anderen zwischen — 7z und O gelegenen Werthe
des Argumentes hat ¢,(x) diesen Werth. (Hieraus kann man

unendlich viele Formeln zur Berechnung von % ableiten.)
Liegt 2 dagegen zwischen O und 7z, so ergiebt sich der Werth
—1. Fir = —721 kann man dies leicht bestitigen, denn
es wird

T 4 1 1 1 ’
w(g)==s g5 )= T=-1

11) Zu Seite 36. Vergleiche die Function ¢,(x) in der
vorigen Anmerkung. '

12) Zu Seite 36. Fiir = O hat das Integral den Werth

Null, fiir positive Werthe von x den Werth -—722, fiir negative
den Wert] ——-%- (Vgl. z. B. Serret, Diff. und Integralrech-

nung, ibersetzt von A. Harnack, zweite Auflage, Band II,
Leipzig 1899, Nr. 471 und 487.)

13) Zu Seite 37. Ist z B. bei der Reihenentwicklung von
¢,(x) das Argument x von Null (oder von —=sz) sehr wenig
verschieden, so weicht auch die Summe von sehr vielen auf-
einander folgenden Gliedern von Null sehr wenig ab. Trotz-
dem hat die Summe den Werth -1, resp. — 1.

14) Zu Seite 37. Die Functionen sollen also (wie in An-
merkung 9) abtheilungsweise stetiz sein und nicht etwa



Anmerkungen. b7

Unbestimmtheitastellen haben (wie sin—l- fir = 0) oder un-
endlich werden. z
15) Zu Seite 41. Betrachten wir z. B. die Reihe

flo) =2 +al—az)+2(1—2+zl—zp°+---

so convergirt sie, so lange 0 = x < 2 ist. Das Restglied hat
den Werth

w-(l—x)"; n

Fir jeden im Intervalle gelegenen Werth von x wird das

Restglied mit zunehmendem 7 beliebig klein. Fiir # = 0 ist

R,(x) = 0, dagegen ist Limes R,(2) nicht gleich Null. Die
N =

Reihe convergirt also auch noch fiir # = O (nicht dagegen fiir

2z = 2). Die Convergenz wird aber fir © = 0 unendlich ver-

zogert, denn es ist z. B. fiir

By ()

L
z=1—e ",
~L\» 1
B = ) =7
also bei hinreichend grossem % von 1 beliebig wenig ver-
schieden. .
Die Reihe ist unstetig fiir ¥ = 0, wo sie den Werth Null
annimmt; iberall sonst hat sie den Werth 1.
16) Zu Seite 44. Als Beispiel einer Reihe mit unendlich

verzogerter Convergenz, welche trotzdem eine stetige Funection
darstellt, sei das folgende von Darboux herriihrende genannt:

Flo) = zj'um,

wo
Uy () = nwe~"%* — (n 4 1)ge—(+1)a?

ist. Hier ist

R, (#) = nxwe™"?? Limes R, (z) = 0.

z=0,n=0
Fiir « = 0 convergirt die Reihe beliebig langsam, denn es ist:
1 -
.Rn (V—_) = V?’&e l.

n
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Trotzdem ist die Reihe eine stetlge Funetion; sie stellt immer,
auch fir 2 = 0 den Werth

we~®?
dar. Die Stetigkeit beruht darauf, dass Limes R,(z) = O ist.
xr= 0. Nn=uw

17) Zu Seite 45. Als Beispiel hierfiir eignet sich das
Integral

@

8in ax
f do.
Lo

0

Man kann hier direet einsehen, weshalb es keine stetige Funec-
tion von z ist. Zerlegt man nimlich in zwei Theile

o] a (o]
0 0 a
so konnen wir schreiben

a ®

2) =‘/"s%nwada +/'31naxda — L+,

a o

0 . o ’

Das Integral I, 15sst sich so umformen, indem man cx==74 setzt:
L= [,
za

Man erkennt, -dass fiir o = O das Integral I, gleich

fsma 7
2

wird, unabhiingig davon, welchen Werth o hat.
Wihrend also I(0) = O ist, ist

Limes I(x) = Limes I,(x) 4 Limes I, (z) = —--
=0 x=0 z=0

Druck von Breitkopf & Hartel in Leipazig.



